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Resumen
La explicación del origen de campos magnéticos galácticos y extra galácticos sigue
siendo un problema sin resolver en la cosmología actual. Una posible explicación viene en
el hecho de que dichos campos surgieron a partir de un campo magnético muy pequeño,
una semilla, generada en el universo temprano (transiciones de fase o de inflación) y que
fueron evolucionando a través del tiempo. Una manera de analizar la evolución de esta
semilla es por medio de la teoría de perturbaciones cosmológicas. En esta tesis se presen-
tan las ecuaciones de Maxwell y de campo de Einstein perturbadas a primer y segundo
orden, cuyas fuentes contienen un background de fluido perfecto junto con un background
electromagnético. Se estudian dichas ecuaciones sin fijar el gauge y se determinan las
cantidades invariantes gauge de la teoría. Por medio de las ecuaciones de evolución en
términos de invariantes gauge se estudia la propagación de dichos campos en la historia
cosmológica.
Cap.2 se dará una introducción acerca de las observaciones de campos magnéticos y
procesos que conllevan a una generación y amplificación de estos.
Cap.3 vamos a estudiar el formalismo general de teoría de perturbaciones cosmológicas
que después usaremos a primer y segundo orden.
Cap.4,6,5 estudiaremos el tensor momento energía electromagnético en un espacio
plano. Luego seguiremos con el trabajo desarrollado el cual fué tratar una teoría de per-
turbaciones cosmológicas que se basa en el hecho de perturbar las ecuaciones de campo de
Einstein hasta segundo orden, con un background de fluido perfecto y campo electromag-
nético con sus ecuaciones de conservación, todo en términos de invariantes gauge. Además
se muestra como es la expresión para las ecuaciones de Maxwell. Por último se dará una
discusion alrededor de los resultados y las conclusiones del trabajo.
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Abstract
The explanation for the origin of galactic and extra-galactic magnetic fields continues
being an unsolved problem in the modern cosmology. A possible explanation comes from
the fact that these fields emerged from a small field, "a seed, produced in the early
universe (phase transitions or after of inflation) and these evolved with time. One way
to study this evolution is through Cosmological Perturbation Theory. In this thesis I
will present the perturbed Einstein and perturbed Maxwell equations to first and second
order, with sources that contain a background of perfect fluid and an electromagnetic field.
Through the evolution equations in terms of Gauge Invariants quantities, the propagation
of these fields in the cosmological history is shown.
Chap.2. I will give an introduction about of observations of magnetic fields and process
that produce generation and amplification of these fields.
Chap.3. We study the general formalism of Cosmological Perturbations Theory and
we will use this to first and second order.
Chap.4,6,5. We study the electromagnetic energy momentum tensor in a flat space-
time. After, we continue with the result of this thesis which was to perturb the Einstein
and Maxwell equations to second order, with a perfect fluid and an electromagnetic fluid
as a background with their conservation equations written in terms of gauge invariant
quantities. For last, we will give a discution about of the results and conclusions of the
thesis.
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Por muy larga que sea la noche, el amanecer llegará.

CAPíTULO 1
Introducción (Introduction)
Campos Magnéticos han sido observados en un amplio rango de escalas, partiendo
de los ∼ nG en medios intergalácticos de los cúmulos de galaxias con longitudes de
coherencia de unos cuantos Mpc1, ∼ µG en el caso de galaxias cercanas y de alto redshift
con longitudes de coherencia del orden de los Kpc, pasando por el orden de ∼ G en
planetas, hasta los ∼ 1012G en estrellas de neutrones. También en escalas cosmológicas
se han dado cotas superiores del campo magnético menor a < 10−9G [1]. Estos campos
han sido detectados por emisión sincrotrón que mide el campo magnético perpendicular
a la línea de vision del observador. El problema de estas mediciones debidas a la emisión
sincrotrón de partículas cargadas es que sólo dan una medición de la amplitud del campo
transversal y no dan un valor del campo total, también con este efecto, no hay forma
de determinar las densidades de energía en el campo magnético porque su emisión puede
ser el resultado de pocas partículas cargadas y un campo fuerte, o un campo débil y
muchas partículas cargadas o un estado intermedio; además depende del modelo usado
[2]. El efecto Zeeman, resultado del desdoblamiento de líneas espectrales en presencia de
un campo magnético, es muy usado en la detección de campos magnéticos muy fuertes
en objetos astrofísicos. El problema es que este efecto es muy pequeño (de unos pocos
Hertz para un campo de µG) por lo que otros fenómenos físicos como emisión térmica
pueden opacarlo [3]. Otro método de detección es la polarización óptica de estrellas que
pueden revelar la presencia de campos magnéticos a grandes escalas en la galaxia2. Esto
se puede deber a que la inhomogeneidad en la galaxia tendría una orientación preferencial
en un campo magnético, absorbiendo luz polarizada a lo largo del eje preferencial, es decir
perpendicular al campo, por lo que dicha inhomogeneidad transmite radiación polarizada
con dirección paralela al campo magnético. Dicho efecto también se encuentra en debate,
debido a que depende de la extinsión del medio; es pequeño y también puede ser producido
por dispersión anisotrópica en el medio interestelar [4]. Por último, la rotación de Faraday,
1El campo magnético cósmico es aleatorio, de forma que considerando volúmenes muy grandes su valor
medio es cero (aunque no la densidad de energía magnética). A escalas más pequeñas, en cambio, el
campo puede estar ordenado. La longitud de coherencia sería una longitud característica en la cual el
campo sí está ordenado.
2Entiéndase grandes escalas del campo magnético como campos con longitudes de coherencia mayores a
> 1A.U
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causada por una rotación del plano de polarización de la radiación que se encuentra en
un medio con partículas cargadas y en un campo magnético, es muy usada para detectar
campos magnéticos a grandes escalas con una buena precisión, por ejemplo en un campo
magnético uniforme de 10−9G, induce una rotación del orden de 1◦ a la frecuencia de
30GHz [5]. Debido a que los anteriores métodos sólo son aplicables a objetos astrofísicos
con alta densidad, la detección de campos magnéticos en el vacio (voids) parece ser muy
difícil. Existen métodos para la detección de campos en estas zonas que implican calculos
estadísticos (maximum likelihood method) y mediciones del espectro de potencias del
campo magnético en el espacio intergaláctico y en el vacio [6, 7, 8, 9].
Aunque se han detectado campos magnéticos en el universo en varias escalas, el origen
de estos campos magnéticos todavía sigue siendo un misterio. En galaxias espirales se
asume que el campo es originado y mantenido por mecanismo de dinamo, que consiste
en la transformación de energía cinética del movimiento turbulento del medio interestelar
en energía magnética. Sin embargo, dicho mecanismo exige un campo magnético inicial
una semilla. Actualmente se pone en duda la eficiencia de este mecanismo para la
generación de campo no sólo por algunos trabajos teóricos sino también, por observaciones
de campos magnéticos en galaxias de alto redshift [10]. También se observa que dichos
campos pueden tener longitudes de coherencia del tamaño del objeto astrofísico y hasta
incluso más. Ahora, dada la teoría de formación de cúmulos en el escenario de materia
oscura (C.D.M) [11], en el cual la generación de estos halos viene dado por agregación
de galaxias; el campo magnético generado inyectado en el medio intergaláctico debido
al campo de las galaxias, no es suficiente para explicar el campo magnético existente
en estas zonas, por lo que una teoría astrofísica de generación de campo magnético en
estos cúmulos parece ser excluida. Modelos astrofísicos se han estudiado para explicar el
origen de esta semilla. El modelo de Biermann es un modelo astrofísico en el cual una
corriente producida por gradientes espaciales de la presión de partículas cargadas (debido
a movimientos rotacionales del plasma) conduce a la generación de campos magnéticos
(modelo que involucra a su vez procesos no adiabáticos) [12, 13, 14, 15]. Escenarios de
Harrison también generan campo magnético como parte de procesos en la formación de
la galaxia [16, 17], por lo que su longitud de coherencia es del tamaño de la galaxia, y su
magnitud depende de la vorticidad en esa época (ver siguiente capítulo). También se tienen
modelos astrofísicos de generación de campos que involucran movimientos turbulentos en
fluidos altamente densos y calientes (plasmas) llamados cascadas y cuya semilla generada
depende del fluido (el cual viene caracterizado por los numeros de Reynolds Rm = vLBσ
y R = vLv
ν
, con v la velocidad σ la conductividad, ν el coeficiente de difusion, LB, Lv
las escalas tipicas de variación del campo magnético y de la velocidad, para un plasma
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Rm ∼ R 1) [18, 19].
Sin embargo, estos mecanismos astrofísicos generan campos con longitud de coherencia
baja (con respecto a observaciones en campos en el medio intergaláctico) y por lo tanto
estos mecanismos podrian no ser directamente el origen de campos magnéticos de grandes
escalas.
Por otro lado el origen de estos campos magnéticos puede ser primordial. Dichos
mecanismos que surgieron antes de recombinación son llamados mecanismos de magne-
togénesis. La posible existencia de estos campos primordiales sería una pieza muy im-
portante en la cosmología actual. Campos magnéticos primordiales3 han sido bastante
estudiados, y varios modelos de magnetogénesis han sido propuestos [20, 21, 22, 23, 24,
25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]. Modelos de magnetogénesis en eras de prerecombi-
nación consisten en la interacción de fotones y partículas cargadas a través de dispersión
de Thomson y Compton. Debido a que la transferencia de momento es mayor entre fotones
y electrones respecto a fotones y protones (dado que la masa del proton es mucho mayor
a la del electron), la dispersión Thomson induce una diferencia en la velocidad entre es-
tas dos partículas, induciendo a su vez una corriente eléctrica local y densidad de carga
neta generando un campo magnético. Este proceso es adecuado en la época después de la
aniquilación e+e− y termina en etapas finales de recombinación [35, 36, 37, 38, 39, 40, 41].
Por otro lado, varios mecanismos en el universo temprano con condiciones fuera del equi-
librio o violación de paridad macroscópica, podrian también haber generado campos mag-
néticos [42, 43]. Dichas condiciones son encontradas en transiciones de fase como puede
ser en el confinamiento de quarks en QCD [44, 45], transición de fase elctrodébil EW
[46, 47], o transiciones de fase en GUT [48]. Durante estas transiciones, los campos mag-
néticos pueden ser generados por movimientos de turbulencia inducidos por una rápida
variación de algunas cantidades termodinámicas (transiciones a 1◦orden) o por dinámi-
ca de los campos gauge [49, 50, 51, 52, 33]. Además defectos topologicos generados en
transiciones de fase, podrian también inducir campos magnéticos [53]. En escenarios de
inflación, la generación de campos magnéticos requiere extensiones del modelo estandar
de física de partículas debido a que el modelo de inflación produce sólo perturbaciones
escalares y tensoriales, y por lo tanto campos magnéticos no pueden ser generados nor-
malmente en estos escenarios a menos que se coloquen términos que rompan la invarianza
conforme modificando la teoría electromagnética de Maxwell [54, 55, 56, 57, 58, 59, 60].
Debido a la no linealidad del dinamo que en teoría amplificó el campo primordial (si es
que existe), sería muy difícil encontrar un valor de este campo magnético inicial. Sin em-
bargo se pueden dar cotas a este campo debido a que este campo paso por varias épocas
3Campos Magnéticos generados antes de recombinación.
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del universo trayendo efectos consigo. Varios observables como nucleosíntesis, anisotropías
en CMB, época de Reionización, formación de estructura y ondas gravitacionales pueden
dar cuenta del campo magnético cósmico y colocar condiciones en el espectro primordial
[61, 62, 63, 64, 65, 66, 67].
Durante los últimos 25 años, perturbaciones cosmológicas a orden lineal han sido
bien estudiadas entre otras para describir los escenarios del universo temprano asi co-
mo su evolución, resultando en buena concordancia con los datos observacionales de
la anisotropía en la radiación cósmica de fondo concluyendo en que las fluctuaciones
primordiales son adiabáticas y obedecen a una distribución gaussiana en este orden
[68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]. Sin embargo, dada la precision de los datos (de futuras
observaciones como es el caso del Plank, CMBpol, Spider, LISA, entre otros [75]), se
debe estudiar a un orden mas alto la teoría de perturbaciones para poder explicar estos
resultados debidos exclusivamente a la no linealidad de la ecuaciones de Einstein. Esta
no linealidad puede originar que las fluctuaciones sean no gaussianas y que empezaron
con condiciones de isocurvatura, además de la aparición de las ondas gravitacionales en
el universo temprano, campos magnéticos primordiales, origen de rotación de galaxias y
fenómenos que se presentan en escalas considerablemente pequeñas respecto al radio de
Hubble [76, 77, 78, 79, 80, 81].
La idea de que la estructura a gran escala del universo pudo haberse desarrollado a
partir del crecimiento de pequeñas fluctuaciones iniciales por medio de la inestabilidad
gravitacional es de la época de Newton (Letter to Bentley, 1692) [82]. La teoría de per-
turbaciones tiene todavía algunas preguntas acerca de la interpretación física de algunas
variables (por ejemplo la perturbación en la densidad de energía) cuando la longitud de
onda de las perturbaciones son más grandes que el horizonte de partícula (escala superhor-
izonte). El problema radica en que si estamos en escalas superhorizonte debemos recurrir
a tratamientos relativistas y debido a la covarianza de las ecuaciones tenemos una liber-
tad en la escogencia de las coordenadas, y cualquier variable dependiente de las mismas
(ej.ρ(t)) tendrá diferentes valores e interpretaciones en diferentes sistemas coordenados y
las soluciones podrán tener modos ficticios los cuales no tendrán interpretación física en el
universo real; cosa que no ocurre en escalas subhorizonte (aquí las perturbaciones tienen
longitudes de onda menores al horizonte de partícula) donde todos los gauges coinciden
(gauge Newtoniano es el limite de bajas energias), esto es lo que se denomina proble-
ma gauge en teoría de perturbaciones [83]. De manera que al trabajar en esta teoría,
se debe tener cuidado en que las cantidades que conocemos normalmente tales como la
densidad, presión o velocidad, no pueden ser tratadas como variables físicas debido a que
dependen del sistema de coordenadas, así que se hace necesario definir unas cantidades
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independientes de la sistema de coordenadas llamadas cantidades invariantes gauge. La
teoría de perturbaciones cosmológicas puede ser vista como una herramienta muy útil en
la cosmología actual, dicha herramienta nos ayuda a analizar los datos arrojados por los
satélites (WMap, COBE y Planck) para estudiar las anisotropías de CMB y definir vari-
ables a observar. Sin embargo, no es el único escenario para poner en práctica la teoría de
perturbaciones, en general podemos utilizarla para tener análisis más precisos en cualquier
modelo que necesitemos estudiar como estrellas, agujeros negros entre otros [84]. Actual-
mente se está estudiando los procesos que dieron origen a los campos magnéticos y a su
amplificación, pero dado modelos de magnetogénesis, se necesita también estudiar como
es su evolución a lo largo de la historia cosmológica, desde que se originaron hasta que
procesos astrofísicos tomaron lugar para amplificarlos. Teoría de perturbaciones ofrece un
medio para estudiar dicha evolución [1, 85, 86, 87].
En la tesis que se presenta a continuación, se estudió la evolución de campos magnéti-
cos a través de perturbaciones cosmológicas, se observa si en general las perturbaciones
geométricas del espacio tiempo ofrecen una alternativa para poder amplificar o mantener
los campos magnéticos, de tal manera que el campo primordial tenga la suficiente am-
plitud para que procesos astrofísicos como el dinamo puedan tomar lugar en su posterior
amplificación. La organización del trabajo viene dada por una introducción (Cap.2) acer-
ca de las observaciones de campos magnéticos y procesos que conllevan a una generación
y amplificación de estos. Siguiente vamos a estudiar el formalismo general de teoría de
perturbaciones cosmológicas que después usaremos hasta segundo orden (Cap.3). Después
estudiaremos el tensor momento energía electromagnético en un espacio plano (Cap.4).
Luego seguiremos con el trabajo desarrollado el cual fué tratar una teoría de perturba-
ciones cosmológicas que se basa en el hecho de perturbar las ecuaciones de campo de
Einstein hasta segundo orden, con un background de fluido perfecto y campo electromag-
nético con sus ecuaciones de conservación, todo en términos de invariantes gauge; además
se muestra la expresion para las ecuaciones de Maxwell en el espacio perturbado y llegare-
mos a una ecuación que nos de cuenta de la evolución del campo magnético a través de
la historia cosmológica, es decir una ecuación que tenga en cuenta las perturbaciones del
espacio-tiempo generadas por variaciones del contenido de materia. Por último se dará
una discusion alrededor de los resultados y las conclusiones del trabajo.

CAPíTULO 2
Campos Magnéticos(Magnetic Fields)
Campos magnéticos han sido observados en la mayoría de sistemas astrofísicos. El val-
or del campo promedio en el medio interestelar es aproximadamente de 3 a 4 µG, mientras
que para galaxias espirales el campo llega a ser del orden de los 10 µG con longitudes de
coherencia del tamaño del disco galáctico. Sin embargo, en galaxias elípticas aunque el
valor del campo es aproximadamente similar al de galaxias espirales, su estructura parece
ser distinta, no sólo por su longitud de coherencia que es más pequeña, sino también, por
que la estructura del campo es aleatoria. En cúmulos de galaxias la magnitud del campo
llega a ser del orden de ∼ G en el medio intercluster, mientras que en su centro el campo
puede tener de 10 hasta 70 µG con longitudes de coherencia del tamaño del cúmulo [88].
También en supercúmulos como Abell 1367 han sido detectados campos magnéticos del
orden de 1µG [4, 87].
La única detección de campos magnéticos esta asociado con objetos astrofísicos gen-
erados por colapso gravitacional, aunque se pueden tener cotas de campos magnéticos
cósmicos ya sea con datos de CMB o de nucleosíntesis. Una posible explicación de los
campos observados viene del hecho que un pequeño campo magnético fué amplificado
por mecanismo de dinamo en la etapa de formación de estructura hasta el valor medido
actualmente. El factor de amplificación depende del modo dominante de crecimiento o
formación de la estructura y del tiempo que el mecanismo opera. También dicha amplifi-
cación depende del modelo, por ejemplo para universos planos sin constante cosmológica,
la semilla debe ser del orden de 10−20G para obtener el valor deseado, mientras que para
modelos con constante cosmológica, la semilla debe ser mayor de 10−30G [89]. En este
capítulo se dará una introducción acerca de las técnicas observacionales, amplificación de
los campos magnéticos por mecanismo de dinamo y posibles mecanismos de magnetogé-
nesis. Por último se dará a conocer algunas cotas del campo primordial.
2.1. Métodos Observacionales (Observational Methods)
A continuación se dará una breve descripción de las técnicas observacionales utilizadas
para la detección de campos magnéticos en estructuras astrofísicas, en general existen 4
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principales métodos para dicha detección: Efecto Zeeman, emisión polarizada, emisión
sincrotrón y rotación Faraday.
El campo magnético puede ser medio por efecto Zeeman: Los átomos en el medio
intergalactico absorben ciertas frecuencias en el espectro electromagnético, pro-
duciendo líneas de absorción en el espectro. Cuando los átomos se encuentran
dentro de un campo magnético, estas líneas de absorción se separan en múltiples
líneas (degeneración). Adicionalmente, la energía se polariza con una orientación
que depende de la orientación del campo magnético. Por lo tanto, la fuerza y la
dirección del campo magnético del medio pueden determinarse examinando las
líneas del efecto Zeeman. En general, el campo produce un desdoblamiento de las
líneas espectrales dado por1:
∆ν =
eB‖
2pime
Donde ν es la frecuencia, e yme son la carga y masa del electrón y B‖ campo magnético
a lo largo de la línea de visión. Por ejemplo, la presencia de un campo magnético de
µG tendría un desdoblamiento de ∆ν ∼ 3Hz. Sin embargo, debido al efecto Doppler
originado por movimientos térmicos en el medio, se generaría también un desdoblamiento
de las líneas espectrales del orden de ∆νD ∼ 30kHz (por ejemplo en nubes HI de alta
velocidad[4]), por lo que opaca los efectos debido al campo magnético, así que esta técnica
sólo es utilizada en medir campos magnéticos en estrellas.
La emisión sincrotrón: Es la radiación emitida por partículas cargadas relativistas
en presencia de un campo magnético. Dicha radiación puede presentar un grado
de polarización muy alto (hasta p ∼ 75 %, siendo p la razón entre la intensidad de
la radiación polarizada lineal y la intensidad total). La radiación ciclotrón (i.e., no
relativista) también es polarizada. La emisión sincrotrón se detecta especialmente
hacia remanentes de supernovas y en forma más general hacia el disco de la
galaxia (en frecuencias de radio). La emisión sincrotrón total de una fuente puede
proveer estimativos de la amplitud del campo en galaxias y cluster, mientras que
su polarización da cuenta de la uniformidad y estructura de dicho campo.
Rotación Faraday: Es la rotación del plano de polarización de radiación lineal-
mente polarizada en un campo magnético, debido a la interacción con los elec-
trones en el medio. Dicha rotación es generada por el rompimiento de la simetría
de reflexión dado la presencia del campo; este efecto hace que los indices de re-
fracción de mano izquierda y derecha sean diferentes nL 6= nR[90]; en presencia
1El campo magnético rompe la degenerancia al colocar una dirección preferencial en el espacio. Si el
momento angular total es J = S + L, con S el espin y L el momento angular, entonces habrá j = 2j + 1
niveles con j el número cuantico asociado a J .
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de partículas cargadas, el plano de polarización es rotado por la diferencia de
velocidad de fase de los dos modos de polarización de mano izquierda y derecha.
El ángulo de rotación viene descrito por una cantidad llamada rotation measure
(RM) que viene dado por:
RM = 811,9
∫ L
0
neB‖dl
[
rad
m2
]
Donde ne es la densidad electrónica, B‖ es el campo magnético a lo largo de la línea
de vision y L es la longitud de la trayectoria a través de la rotación. En general la rotación
Faraday recibe contribuciones de todas las regiones magnetizadas a lo largo de la línea
de vision de la fuente y el RM puede descomponerse en RM = RMg + RMs + RMig
donde cada una recibe contribución de la rotación de la galaxia, la fuente y el medio
intergaláctico respectivamente[4][88].
Otra manera de medir el campo magnético es por medio de polarización de
emisión y absorción en el óptico, radio y el infrarojo. Dicha polarización es cau-
sada por el alineamiento de polvo con el campo magnético estelar y por lo tanto
da una medición del campo magnético perpendicular a la línea de vision. Sin
embargo, esta técnica es muy difícil de analizar en el sentido de que depende del
modelo de polvo que se use y de modelos de absorción[3].
2.2. Mecanismo de Dinamo (Dynamo Mechanism)
El mecanismo de dinamo consiste en que la materia eléctricamente conductora se
mueve en un campo magnético, tal que dicho movimiento induce corrientes generando un
campo magnético inducido, el cual amplifica y mantiene el campo original.
El modelo de dinamo fué conocido en 1800, pero en 1919, Lamor sugirió este mecan-
ismo como el responsable de campos magnéticos en el sol y en la tierra, después, dicho
mecanismo fué aplicado a varios problemas en astrofísica (Steenbeck, Krause y Radler
1966, Parker 1971, Ruzmaikin 1972)[4].
Hoy en día, se trabaja con un mecanismo estándar de dinamo conocido como αΩ −
dinamo, el cual es generado por movimiento turbulento del gas y rotaciones diferenciales,
generando un campo regular a grandes escalas.
2.2.1. Aproximación (M.H.D). Magnetohidrodinámica (MHD) es una aproxi-
mación que se usa cuando los efectos de separación de las cargas son despreciables, es
decir, se puede tratar la materia como un fluido conductor (Si el fluido empieza a com-
primirse de tal manera que la interacción entre las partículas del fluido no es despreciable,
se deben agregar términos que den cuenta de dicha interacción, dicha interacción viene
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descrita por las ecuaciones tratadas en el marco de la teoría cinética). En MHD las vari-
ables que describen el fluido, vienen descritas por la densidad ρ(x, t), la presión P (x, t),
la corriente J(x, t) y la velocidad V(x, t).
Primero vamos a deducir la ecuación de inducción de campo medio. Para esto escrib-
amos las ecuaciones de Maxwell sin la corriente de desplazamiento:
∇ ·B = 0
∇× E+ 1
c
∂B
∂t
= 0
(2.1) ∇×B = 4pi
c
J
Y la ley de Ohm dada por:
J′ = σE′
Con σ la conductividad (la cual es una cantidad global) y las cantidades primadas
se refieren al sistema en reposo del fluido. Ahora en un fluido eléctricamente neutro y no
relativista, se tiene que2:
J′ = J, E′ = E+
1
c
(V ×B)
Ahora sustituyamos la última ecuación en la ecuación de Ohm, teniendo lo siguiente:
J = σ
(
E+
1
c
(V ×B)
)
Despejando E de la ultima ecuación y sustituyendo en las ecuaciones de Maxwell,
obtenemos lo siguiente:
1
c
∂B
∂t
= −∇× E = −∇×
(
J
σ
− 1
c
(V ×B)
)
= −∇×
( c
4piσ
∇×B
)
+
1
c
(∇×V ×B)
Usando la identidad ∇×∇×B = ∇ (∇ ·B)−∆B, tenemos lo siguiente:
(2.2)
∂B
∂t
= (∇× (V ×B)) + η∆B
2En este caso se hace una transformación de Lorentz del tensor electomagnético Fµν = ∂x
µ
∂xα
∂xν
∂xβ
Fαβ .
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Donde η ≡ c2
4piσ
es el coeficiente de difusión. Esta última ecuación es conocida como
ecuación de campo medio. También podemos definir la escala de tiempo tσ y de longitud
Lσ típica como:
tσ ∼ 4piσL2σ
Donde un campo magnético con una escala de correlación L < Lσ es difundido, por
ejemplo para una galaxia de L ∼ 1 kpc y σ ∼ 10−7Hz se tiene una escala de tiempo de
t ∼ 109
(
L
kpc
)
s [91]. En general para plasmas no relativistas σ ∼ T 32 y relativistas σ ∼ T ,
con T la temperatura en el medio[92]. En (2.2) se observa que la variación temporal
del campo magnético proviene de dos términos, el primero dinamo contiene términos de
vorticidad debido a la presencia del rotor de V , por lo que la presencia de rotación en el
plasma amplifica el campo magnético, haciendo que la energía cinética en el plasma sea
transformada en energía magnética. Ahora el segundo término difusion magnética tiene
el efecto de amortiguar la intensidad del campo magnético. La ecuación de campo medio
(2.2) es una ecuación que describe el campo magnético en todas las escalas. Ahora si
dividimos este campo magnético y el campo de velocidades en un campo medio el cual
se define como un ensamble promedio de muchas realizaciónes del campo 〈B〉 , 〈V〉, mas
una perturbación generada en pequeñas escalas b,v, tenemos que:
B = 〈B〉+ b
(2.3) V = 〈V〉+ v
y al sustituir en (2.2), tenemos que:
(2.4)
∂ (〈B〉+ b)
∂t
= (∇× (〈V〉+ v)× (〈B〉+ b)) + η∆ (〈B〉+ b)
Donde obtenemos dos ecuaciones dadas por3:
(2.5)
∂ 〈B〉
∂t
= (∇× 〈V〉 × 〈B〉) + η∆ (〈B〉) + (∇× 〈v × b〉)
3La separación viene del hecho que podemos hacer una separación de términos que actuan en diferentes
escalas. La primera ecuación nos da la evolución del campo en grandes escalas en términos de factores que
son ensambles promedios, y la otra ecuación nos da cuenta de pequeñas escalas y conduce a variaciones
con respecto a este valor promedio.
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(2.6)
∂b
∂t
= (∇× v × 〈B〉) + (∇× 〈V〉 × b) + (∇× v × b)− (∇× 〈v × b〉) + η∆b
Procedemos a hacer varias suposiciones:
η = 0. Esto implica que la conductividad σ es infinita, en la mayoria de los casos
esta suposición es valida.
(∇× 〈V〉 × b) = 0. Si escogemos un sistema de referencia donde 〈V〉 = cte es
decir, un sistema que se mueva con el fluido (el valor medio de la velocidad del
fluido) podemos hacer esta cantidad nula.
(∇× v × b) = 0. Dado que |B|  |b| debido a que estamos tratando a b como
una perturbación de B.
Obtenemos entonces lo siguiente:
(2.7)
∂ 〈B〉
∂t
= (∇× 〈V〉 × 〈B〉) + (∇× E)
(2.8)
∂b
∂t
= (∇× v × 〈B〉)− (∇× E)
Donde 〈v × b〉 ≡ E es la Fuerza de Turbulencia Electromotriz (EMF). Estas últimas
ecuaciones son válidas cuando:
La escala de turbulencia (donde v es apreciable) es menor que la escala típica Lσ
del campo magnético 〈B〉.
Se debe tener que | 〈B〉 |  |b| (en pequeñas escalas esta suposición a veces no
es cierta).
El flujo magnético debe ser conservado (condición satisfecha cuando η → 0).
El vector EMF, puede ser expandido en una serie cuyos primeros coeficientes son llamados
inducción αij y disipación βijk[93]:
Ei = αijBj + βijk∂kBj + .....
En el caso más sencillo de turbulencia isotrópica, se encuentra[89]:
α = −tσ
3
〈v · (∇× v)〉 , β = tσ
3
〈
v2
〉
Por lo tanto la ecuación de dinamo tiene la forma:
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(2.9)
∂ 〈B〉
∂t
= (∇× 〈V〉 × 〈B〉) +∇× (α 〈B〉 − β∇× 〈B〉)
La ecuación de dinamo tiene varios regímenes de acuerdo al valor que tomen α y β. Una
manera de observar los principales mecanismos de dinamo es suponiendo V = (0, Vy(x), 0)
B = (Bx(z), By(z), 0) y donde
dVy(x)
dx
describe una rotación diferencial. Al colocar estos
valores en la ecuación de dinamo y suponer un campo magnético de la forma B ∼ ei(kz−ωt),
se encuentra una relación de dispersion de la forma:
(−iω + ηk2)2 = α2k2 + ikαdVy(x)
dx
Donde al suponer dVy(x)
dx
∼ 0 el efecto de dinamo viene dominado por α2 este modelo
es llamado α2 − dinamo, y si el término α2 ∼ 0 el efecto viene generado por dVy(x)
dx
≡ Ω y
α, este modelo es llamado αΩ− dinamo[89].
2.2.2. M.H.D a grandes Escalas (MHD in Large Scales). A grandes escalas
también podemos apreciar la amplificación de los campos por el término de dinamo. Para
esto, usamos (2.2) y despreciamos el efecto de difusión:
(2.10)
∂B
∂t
= (∇×V ×B)
La ecuación de movimiento para el campo de velocidades viene determinada por la
ecuación de Euler:
(2.11)
dV
dt
+ (V · ∇)V = −1
ρ
∇P −∇φ+ ν∆V + 1
ρ
(J×B)
Donde ν es el coeficiente de viscosidad, φ el potencial gravitacional y el último término
es el término de Lorentz.
Ahora si usamos componentes de (2.10), tenemos lo siguiente:
dBi
dt
= Bj
∂Vi
∂xj
−Bi∂Vj
∂xj
= Bj
(
∂Vi
∂xj
− 1
3
δij
∂Vk
∂xk
)
− 2
3
Bi
∂Vj
∂xj
Dada la ecuación de continuidad:
dρ
dt
= −ρ∇ ·V
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Obtenemos lo siguiente4:
(2.12)
dBi
dt
= Bj
(
∂Vi
∂xj
− 1
3
δij
∂Vk
∂xk
)
+
2
3
Bi
ρ
dρ
dt
= Bjσij +
2
3
Bi
ρ
dρ
dt
Con σij =
(
∂Vi
∂xj
− 1
3
δij
∂Vk
∂xk
)
. La ecuación(2.12) viene escrita en derivadas convectivas
por lo que la descripción se hace en el sistema de referencia del fluido comovil. El segundo
término de (2.12) describe la compresión adiabática o expansión del campo magnético
cuando se tiene la divergencia de la velocidad diferente de cero. Si se tiene un volumen V
de densidad constante ρ = cte y existe una variación homogénea del volumen σij = 0, se
tiene que ∇ ·V = C(t), (2.12) ofrece una solución dada por:
B ∼ ρ 23 ∼ V− 23
Por lo que el campo magnético que se encuentra en un volumen el cual colapsa es
amplificado, mientras que para un volumen en expansión es diluido.
El segundo término de (2.12) da cuenta de la amplificación del campo debida movimien-
tos del fluido como son el shear y vorticidad. Por ejemplo en el caso de B = B0xˆ con
∂Vy
∂x
= cte, obtenemos un campo amplificado en un factor:
B ∼
√
1 +
(
t
∂Vy
∂x
)2
En este estudio se concluye que en el límite de MHD, los campos magnéticos son
distorsionados, amplificados o diluidos pero siempre se tiene que el flujo de campo mag-
nético es constante es decir, no hay generación de flujo magnético (se puede demostrar
que el flujo de campo magnético se conserva cuando σ →∞ [91]). Por lo que si tenemos
condición inicial de B0 = 0 en todo lugar del espacio, este debe ser cero todo el tiempo
(además se observó que dichas ecuaciones son lineales en B). Esta afirmación viene del
hecho que el efecto de la interacción de las cargas en el fluido es despreciable, además de
las otras suposiciones del modelo MHD. Cuando una de estas suposiciones no es válida,
existen términos no lineales o fuerzas no electromagnéticas que pueden generar campos
magnéticos aún si B0 es inicialmente nulo.
Por útimo hay que tener en cuenta, que además de las consideraciones impuestas
sobre la MHD[94], también se está despreciando el back-reaction del campo magnético
sobre el fluido, ya que a pequeñas escalas, la fuerza de Lorentz (último término de (2.11))
sobre pequeñas escalas puede causar efectos sobre el fluido alterando los movimientos de
4Donde se usa la convención de suma de Einstein
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turbulencia, y si este efecto hace que la turbulencia disminuya, el efecto dinamo sería
apagado[4].
Por lo tanto el origen de grandes campos magnéticos en galaxias (básicamente espi-
rales) se reduce a: La generación en la cual hay controversia (actualmente no se sabe si la
semilla es primordial o de origen astrofísico). La amplificación durante la cual el mecan-
ismo de dinamo toma lugar, dicho efecto se genera a partir de la rotación de la galaxia
(aproximadamente 30 rotaciones) desde su formación (cuando la nave protogaláctica em-
pieza a colapsar), amplificando el campo en 30 e-folds (donde los e-folds de amplicación
de B1 a B2 son definidos como InB2B1 ) por lo que un campo requerido de unos ∼ µG se
debe tener una semilla de ∼ 10−19G con una escala típica de 30 a 100 kpc, o con una
conductividad infinita la semilla es de ∼ 10−23G con una escala típica de 1Mpc[91, 95].
2.3. Procesos de Magnetogénesis (Magnetogenesis)
Actualmente sigue sin entenderse el origen de los campo magnéticos en las diferentes
escalas del universo. Se ha visto que la ecuación de dinamo que ayuda a la amplificación de
los campos magnéticos, necesita un campo magnético inicial para encender el mecanismo,
esto debido a que dicha ecuación es líneal en el campo. Principalmente existen dos modelos
para la generación de campos magnéticos, uno viene de procesos astrofísicos, mientras que
el otro proviene de antes de la formación de la estructura originando campos magnéticos
primordiales.
2.3.0.1. Procesos Astrofísicos (Astrophysical Processes). Son procesos de generación
de campos magnéticos durante la formación de estructura o generados antes del desacople
durante procesos magnetohidrodinámicos. El mecanismo de Harrison[3], es un mecanismo
astrofísico en el cual campos magnéticos son generados durante dominio de radiación con
vorticidad no nula. Si consideramos una región rotante en el universo expandiéndose (con
factor de escala a), que consiste de protones electrones y fotones, y además se desprecia el
acople protón-electrón (interacción de Coloumb), tenemos entonces dos fluidos: protones
con densidad ρm, velocidad angular $m, y electron-foton (que estan debílmente acoplados
por dispersión Thomson) con densidad ρr, velocidad angular $r. Cuando la region se
expande la energía se debe conservar por lo que se tiene:
ρma
3 = cte ρra
4 = cte
Ahora debido a que no existe ninguna interacción entre estos fluidos, se tiene que la
conservación del momento angular L ∼ m$a2 se debe conservar, por lo que tenemos que:
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Lm = ρma
3$ma
2 ∼ cte Lr = ρra3$ra2 ∼ cte
Ahora haciendo la comparación de estas últimas escuaciones se encuentra que:
$m ∼ 1
a2
$r ∼ 1
a
Por lo que en un factor de escala grande la vorticidad del fluido de protones puede ser
despreciada, así que una corriente aparece proporcional a la velocidad del fluido electrón-
foton J ∼ e
mpc
$ra, y un campo magnético es generado proporcional a:
B ∼ mpc
e
$r
Este mecanismo genera campos en el escenario de formación de estructura, con una
longitud de coherencia del tamaño del objeto astrofísico. Sin embargo, este proceso nece-
sita una vorticidad inicial para su ejecución, que en el modelo estandar no aparece debido
a que la vorticidad decae rapidamente con la expansión (proporcional a ∼ 1
a2
). Por otro
lado el mecanismo de Biermann es muy utilizado para explicar la generación de campos
magnéticos en formación de estrucutura. La ecuación de movimiento (2.11) para protones
y electrones en presencia de un campo externo viene dada por:
dVe
dt
= −∇Pe
ρe
− e
me
E−∇φ, dVp
dt
= −∇Pp
ρp
+
e
mp
E−∇φ
Donde ignoramos el backreaction, y se supone la conductividad infinita, ahora al restar
las últimas ecuaciones, sabiendo que me
e
∂(Vp−Ve)
∂t
= me
nee2
∂J
∂t
y despreciando los términos me
mp
,
se tiene lo siguiente:
me
nee
∂J
∂t
=
∇Pp
ne
+ eE
Aplicando el rotacional a esta ecuación, se obtiene:
me
nee2
∇× ∂J
∂t
= −∇ne ×∇Pp
n2e
+ e∇× E
Junto con las ecuaciones de la sección anterior (ecuaciones de Maxwell y la relación
entre J y B), se obtiene lo siguiente:
∂B
∂t
= ∇× (V ×B) + mec
e
∇Pe ×∇ρe
ρ2e
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Esto significa que existe una diferencia de velocidades entre los dos plasmas de elec-
trones y protones los cuales crean una corriente como se observó en la ecuación anterior, el
campo magnético es inducido debido a un campo eléctrico con rotacional diferente de cero
el cual puede ser generado cuando los gradientes de presión y densidad no son paralelos
como vemos en la última expresión, por último la conductividad en el plasma aumenta
hasta que el campo eléctrico se difunde y el flujo de campo magnético es conservado.
2.3.0.2. Campos magnéticos primordiales (Primordial Magnetic Fields). Campos mag-
néticos primordiales son generados antes de recombinación. Existen modelos para la gen-
eración de campos magnéticos en el universo temprano a partir de procesos de turbulencia.
Estos campos primordiales pueden ser divididos en causales si son campos con longitudes
de coherencia dentro de las escalas subhorizonte, y no causales si estan afuera.
Campos causales son generados después de inflación y tienen un espectro de potencias
proporcional a ∼ kn sobre grandes escalas con n un número entero ≥ 2, Esto implica que
son atenuados a grandes escalas [96]. Los campos causales pueden provenir de escenarios
de transiciones de fase (fase electrodébil, confinamiento QCD) donde el proceso de nu-
cleación y crecimiento de burbujas deben crear flujos de turbulencia a grandes escalas,
el cual genera campos magnéticos. Cuando el universo se expande, la temperatura de-
crece generando una secuencia de transiciones de fase cosmológicas con el rompimiento
de simetrías internas [52]. Al considerar la suma y diferencia de las ecuaciones relativis-
tas de movimiento para partículas cargadas (donde se supone que globalmente la carga
del fluido es nula) se encuentra un efecto llamado efecto termoeléctrico donde grandes
fuerzas electromagnéticas pueden surgir si existen dos fluidos con diferentes densidades
de energia y carga aún cuando la carga neta es muy pequeña. Este efecto puede generarse
en la transición de fase QCD a primer orden el cual ocurre a kTc ∼ 150MeV . Cuando el
universo se enfría abajo de kTc empiezan a surgir burbujas de fase hadrónica que nuclean
y crecen, dichas burbujas chocan y allí es donde el mecanismo de dinamo toma lugar
para la generación de campos magnéticos. Ahora, durante la transición la componente de
los quark del plasma quark-gluon es positivamente cargado debido a que la densidad del
número baríonico es positiva nb, (producido en bariogénesis), asi que hay un exceso de
u
(
2
3
)
, d
(
1
3
)
, s
(−1
3
)
quarks sobre antiquarks, sin embargo la masa del s es mayor respecto
a u y d, por lo que hay una deficiencia de quarks s. Por lo tanto se tiene un fluido de
componentes quarks positivo y un fluido leptónico negativo. Estos fluidos descritos por
diferentes ecuaciones de estado, se comportan diferente en un medio inhomogéneo. Se
demuestra que para este sistema se genera un campo eléctrico dado por [97]:
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(2.13) eE ∼ 1,5
( 
10 %
)( δ
10 %
)(
kTc
150MeV
)(
100cm
l
)
keV
cm
Donde  es la razon de la densidad de energía de los dos fluidos, δ ≡ l4P
P
, 4P
el gradiente de presion y l la distancia comovil entre los sitios de nucleación, asi que
la diferencia entre las ecuaciones de estado del fluido leptónico y de quark, produce un
gradiente de presión grande dando origen a un campo eléctrico radial. La pequeña corriente
generada cuando las regiones de choque se expanden, es dada por [97]:
(2.14) J ∼ vE
4pil
Con v la velocidad del fluido. Así cuando los frentes de choque colisionan (paredes
de las burbujas), movimientos turbulentos toman lugar y la vorticidad es generada sobre
escalas de l; corrientes eléctricas de magnitud (2.14) circulan también sobre estas escalas.
Dado que ∇ × E = −∂B
∂t
los campos magnéticos son generados y como en el caso del
mecanismo de Biermann, gradientes de presión y densidad no paralelas generan campos
magnéticos. En esta fase de turbulencia sobre escalas del orden de l ∼ 100 cm se tiene:
Bl ∼ v
c
E ∼ 5G
Sobre escalas mayores a l el mecanismo origina campos no correlacionados dados
por[2]:
Bl ∼ Bl
(
l
k
) 3
2
Por otro lado, la transición electrodébil (EWPT) puede generar campos magnéticos
dependiendo del orden de la transición que a su vez depende de varios parámetros como
la masa del Higgs o de Bosones vectoriales. Durante EWPT, la simetría SUL (2)×UY (1)
es rota y cae al grupo UEM (1). Si esta transición es de primer orden, la temperatura de
transición es de kTc ∼ 100GeV y el radio de Hubble de lH ∼ 10cm, burbujas empezaron a
generarse, nuclear y crecer llenando todo el universo. El tamaño comóvil de la burbuja es
aproximadamente de lB = fBlH con fB ∼ 10−3 − 10−2. El fluido empezó a ser turbulento
cuando las burbujas colisionaron encontrandose un campo magnético del orden de:
B ∼
√
4piT 2c
(vpared
c
)2
∼ 1021−24G
Con  = 1
2
ag∗T 4c ∼ 4× 1011GeV fm−3[98].
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Por otra parte campos magnéticos no causales son generados en etapas inflacionarias.
Sin embargo, hay una dificultad en estos modelos y es debido a que la acción electromag-
nética es invariante conformal y la métrica de R.W es conformalmente plana. Para ver
esto, escribamos la acción electromagnética libre:
S = − 1
16pi
∫ √−ggαµgβνFαβFµνd4x
Al hacer una transformación conformal de la métrica dada por:
g∗µν = Ω
2gµν
Implica que
√−g∗ = Ω4√−g y g∗αµ = Ω−2gαµ. Además se tiene que A∗µ = Aµ,
entonces se encuentra que:
S∗ = S
Por lo tanto la acción del campo electromagnético es invariante bajo transformaciones
conformes.
Ahora dado que un universo R.W plano puede ser escrito como g(R.W )µν = Ω2η
(Minkowski)
µν .
Ahora dado que en un universo plano en expansion el campo magnético decae con la expan-
sion como 1
a2
, los campos no pueden amplificarse en universos de R.W, dada la invarianza
conformal de estos espacios con el espacio de Minkowski.
Debido a lo anterior, mecanismos de generación de campos magnéticos requieren
rompimiento de la invarianza conformal el cual cambia la evolución del campo respec-
to al factor de escala dado por: 1
a
con  1 para obtener un campo fuerte. Para obtener
un rompimiento de esta invarianza en la acción se pueden agregar los siguientes térmi-
nos: RAµAµ, RµνAµAν , con Rµν el tensor de Ricci, R el escalar de Ricci, Aν el campo
electromagnético. Estos términos rompen la invarianza conformal y generan una masa
efectiva dependiente del tiempo a los fotones. Otros acoples pueden ser f (φ,R)FµνF µν ,
gθFµνF˜
µν , −Dµψ (Dµψ)∗, donde campos escalares como el inflaton o dilaton (φ), axiones
(θ) y campos escalares cargados (ψ), generan el rompimiento de la invarianza conformal.
Por último estos términos generan una amplificación de los campos electromagnéticos des-
de fluctuaciones del vacio hasta llevarlas a escalas superhorizonte, después de que inflación
termina, empieza la etapa de recalentamiento donde se genera producción de partículas
cargadas incrementando la conductividad del universo haciendo que el campo eléctrico se
apague y el campo magnético se congele en el plasma[99, 98].
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2.4. Condiciones de Campos Magnéticos (Constraints on primordial
magnetic fields)
El origen de los campos magnéticos sigue siendo todavía un misterio, sin embargo,
estos campos juegan un rol muy importante en la evolución del universo ya sea en la
evolución del plasma primordial en el universo temprano, en la propagación de rayos
cósmicos en la galaxia y en cúmulos de galaxias. También los campos magnéticos primor-
diales jugarian un papel importante en la formación de estructura y creación de ondas
gravitacionales debido a que el campo induce presion anisotrópica la cual puede actu-
ar como fuente para la generación de ondas gravitacionales. Ahora, si existió un campo
magnético primordial, este debe ser consistente con un número de condiciones impuestas
por procesos generados en el universo temprano. Por ejemplo en nucleosíntesis, la pres-
encia de un campo magnético alteraria la expansión del universo debido a la ecuación de
Friedmann y por consiguiente la temperatura en esa época. La presencia de un campo
magnético aumentaria la expansión del universo y por lo tanto disminuiría el tiempo du-
rante el cual nucleosíntesis es posible, y durante el cual los neutrones pueden decaer. Si
pocos neutrones decaen, se debe tener una gran abundancia de He4 debido a la presencia
del campo. Debido a que se sabe la abundancia de He4 y la densidad de energía en esa
época[95, 100], se puede dar una cota de campo magnético en nucleosíntesis, en general
se tiene una cota de[100]:
B ∼ 6× 1012G
En T = 109K.
Un campo magnético constante afecta la geometría del universo al introducir shear.
Como veremos el tensor momento energía del campo magnético genera una presión anisotrópi-
ca Πij ∼ BiBj− 13B2δij. Comparando modelos de universos homogeneos pero anisotrópicos
(Universos de Bianchi), con el cuadrupolo de CMB, se puede encontrar limites al campo
magnético de [5]:
B < 6,8× 10−9
(√
Ωmh2
)
G
Dado que el tensor momento energía tiene componentes escalares (ρ), vectoriales (vi)
y tensoriales (Πij), dichas componentes modifican la propagación de los fotones que viajan
desde la superficie de última dispersión hasta nosotros. En épocas antes de recombinación
donde el acople entre protones, electrones y fotones, el campo magnético genera pertur-
baciones vectoriales en la velocidad del plasma el cual oscila Ondas Alfven, si podemos
tener condiciones sobre los modos vectoriales a través de las anisotropías de CMB, pode-
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Figura 2.1. Modificación del espectro de CMB debida a ondas magnetosónicas rap-
idas para un campo magnético de 3× 10−7G. (Durrer, 2006)
mos tener límites sobre campos magnéticos primordiales debido a la señal de las ondas
Alfven. También hay dos modos escalares de ondas en la presencia de campos magnéticos
llamados ondas magnetosónicas rápidas y lentas. Estas son inducidas por perturbaciones
escalares del campo magnético en el plasma cargado. Las rapidas modifican la velocidad
del sonido debido a la presencia del campo c2s → c2s + B
2
4piρt
, conduciendo a una variación
de los picos acústicos en CMB, fig.(2.1). Las ondas lentas tienen una velocidad de sonido
baja por lo que su señal en CMB es pequeña [101, 102].
Otro rasgo importante es el de polarización en CMB debida a un campo magnético
principalmente por dos mecanismos. El primero es la modificación del potencial grav-
itacional debido al campo magnético y que conduce a un cambio en la evolución de la
polarización el cual es transportado paralelamente a lo largo de las geodésicas. El otro
efecto tiene que ver con rotación Faraday donde el campo magnético produce una rotación
de polarización de los fotones de CMB, esto genera una mezcla de modos E en modos B
[103, 104].
La existencia de un campo magnético antes de recombinación podria inducir una
rotación Faraday en la señal de polarización de CMB. Para un campo magnético primor-
dial con una amplitud actual de ∼ 10−9G se induce una rotación de 1◦ a frecuencias de
30GHz [4].

CAPíTULO 3
Perturbaciones Cosmológicas(Cosmological Perturbation Theory)
3.1. Introducción (Introduction)
En cosmología, los fenómenos físicos son tan difíciles de describir por medio de solu-
ciones exactas de las ecuaciones de campo, que necesitamos considerar aproximaciones
perturbativas para entender la física que ocurre detrás de dicho fenómeno. Una de las
aproximaciones a las ecuaciones de campo para acercarnos más a la física real es per-
turbaciones cosmológicas. Esta teoría es una de las más estudiadas en la actualidad para
entender el universo a partír de las ecuaciones de campo. La teoría de perturbaciones
cosmológicas a orden lineal es todavía un campo activo de estudio. Durante los últimos
años, perturbaciones cosmológicas a orden lineal ha sido profundamente estudiada para
describir los escenarios del universo temprano así como su evolución, resultando en buena
concordancia con los datos observacionales de la anisotropía en la radiación cósmica de
fondo, abundancia de cúmulos y el espectro de B.A.O.
Sin embargo, dada la precisión de los datos (de futuras observaciones como es el caso
del Planck, CMBpol, Spider, LISA, entre otros), se debe estudiar a un orden más alto
la teoría de perturbaciones cosmológicas para poder explicar estos resultados debidos ex-
clusivamente a la no linealidad de las ecuaciones de Einstein. Esta no linealidad puede
originar que las fluctuaciones sean no gaussianas y que empezaron con condiciones de
isocurvatura, además de la aparición de las ondas gravitacionales en el universo tempra-
no, campos magnéticos primordiales, origen de rotación de galaxias y fenómenos que se
presentan en escalas considerablemente pequeñas respecto al horizonte. Recientemente se
ha llevado a ordenes no lineales, esto es debido al conjunto de datos observacionales. Mien-
tras que el orden lineal fué una teoría suficiente para estudiar el espectro de potencias de
los observables, ahora la calidad de los datos hace que necesitemos de una teoría no lineal
para explicar por ejemplo el bispectro o triespectro a escalas subhorizonte[105, 106]. Estos
datos provenientes de la anisotropía de la radiación cósmica de fondo han sido estudiados
por misiones como el WMAP y recientemente por el PLANCK[107]. Pero también de
estudios de 21cm mapeando anisotropías en el hidrogeno neutral, como el LOFAR y el
SKA[108, 109].
Sin embargo, la teoría de la Relatividad General es basada en el concepto de covarianza
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general. Este principio establece que no hay un sistema de referencia privilegiado en
la naturaleza, matemáticamente se introduce de una manera trivial en la definición de
variedad en el espacio-tiempo. Esto es basado en el hecho de que el sistema de coordenadas
es escogido por nosotros y los fenómenos naturales no deben depender del sistema de
coordenadas escogido.
Ahora, debido a la covarianza de las ecuaciones de campo de Einstein1, las perturba-
ciones no son invariantes bajo transformación de sistemas de coordenadas, este problema
es llamado problema gauge y ha sido estudiado en profundidad a orden lineal. En gen-
eral aparece en la teoría una libertad gauge la cual es un grado no físico que aparece en
las ecuaciones. Para obtener resultados físicos, nosotros debemos fijar la libertad gauge o
extraer cantidades que sean independientes de este.
Existen varios formalismos elaborados para tener una teoría de perturbaciones adecua-
da al estudio del fenómeno físico deseado . Principalmente hay dos aproximaciones para
encontrar variables invariantes gauge. Una posibilidad es hacer uso del lema de Stewart-
Walker el cual establece que campos tensoriales nulos en el background son invariantes
gauge a primer orden, y nulos en el background y a primer orden son invariantes gauge
a segundo orden y asi sucesivamente (ver Ec.(3.40), (3.41)) y con esto definir variables
invariantes gauge, ejemplos de estos son el tensor de Weyl, la aceleración del campo de ve-
locidades, el tensor de esfuerzos, el shear y vorticidad del campo de velocidades y otros. Es-
ta aproximación covariante fué propuesta por Hawking [110] y extendida por otros autores
[111, 112, 113, 114, 115, 116, 117]. La otra posibilidad es parametrizar arbitrariamente la
perturbación de la métrica, el tensor momento energía, la función de distribución y estu-
diar propiedades de transformación de estas variables dependientes del gauge bajo estas
transformaciones, con esto uno puede encontrar cantidades que sean independientes del
gauge. Este formalismo es trabajado por varios autores [118, 119, 120, 121, 122, 123, 124].
En esta aproximación uno realiza un análisis armónico y las variables invariantes gauge
encontradas en este formalismo podrían tener una difícil interpretación física (debido a
que podrían requerir funciones de Green definidas sobre el 3-espacio[125]). En lo que sigue
usaremos el último formalismo siguiendo la idea de J. M. Bardeen [119] y para esto se
dará una introducción al formalismo siguiendo la idea de los autores [126, 125, 127].
1Covarianza implica que dado dos soluciones de las ecuaciones y que dado un difeomorfismo que las
relacione se puede concluir que estas dos soluciones son físicamente equivalentes.
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3.2. Expansión de Taylor de campos tensoriales (Taylor expansions of
tensor fields)
Para explicar la libertad gauge en teoría de perturbaciones, debemos saber que es lo
que estamos haciendo cuando empezamos a trabajar con las perturbaciones en alguna
variable, para esto debemos encontrar como hacer la expansión en series de Taylor en un
campo tensorial debido a que primero, una teoría de perturbaciones siempre implica una
expansión en series y segundo para definir la invarianza en alguna variable debemos usar
el lema Stewart Walker el cual será explicado mas adelante.
En la teoría de perturbaciones, siempre tratamos con dos variedades que nos dan
el marco matemático para describir nuestro espacio tiempo, uno es un espacio de fondo
el cual debemos saber de antemano (M0, gab), en este caso utilizaremos un espacio el
cual es homogéneo e isotrópico Robertson-Walker (R-W) debido a que observaremos
la evolución de nuestro universo con dichas propiedades, y dado el principio cosmológico
podemos de antemano imponer el espacio de R-W como fondo (claramente la escogencia
de este espacio depende de lo que se quiera estudiar, por ejemplo para estudiar en una
aproximación más real la física de un agujero negro rotante, el espacio de fondo sería el
universo descrito por la métrica de Kerr, o el de una estrella por medio de la métrica de
Schwarzshild). El otro espacio es el real (M, gab), es decir, en donde vivimos y la idea de
esta teoría es que dado un espacio tiempo de fondo podamos llegar a construir un espacio
tiempo real el cual nos provee información física del espacio en el cual estamos viviendo.
Ahora para construir este espacio lo hacemos mediante un mapeo χ llamado escogencia
gauge el cual toma puntos del espacio de fondo p y los lleva al espacio real χ(p), y poder
así construir este espacio:
(3.15)
χ : M0
p
−→ M
χ(p)
Teniendo (3.15) podemos definir el pull-back χ∗ el cual toma puntos del espacio real
q y los manda al espacio de fondo2:
(3.16)
χ∗ : M
q
−→ M0
χ∗(q)
Donde vemos que el pull-back χ∗(q) es una representación sobre el espacio de fondo
M0 de la variable física q que esta enM fig.(3.1). Ahora dado la covarianza general, la
2Hacemos énfasis en que χ∗ es diferente de χ−1 , es decir la inversa de χ
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Figura 3.1. Escogencias Gauge
escogencia gauge no es única, es decir existe una libertad en la escogencia para poder
mapear los puntos entre los dos espacios (3.15). Si definimos otro mapeo diferente Y∗, en
este caso la representacion Y∗(q) sobreM0 de la variable fisica q enM será diferente a la
de (3.16), pero debido a que estas representaciones están en el espacio de fondo concluimos
que esta diferencia de representaciones es no física debido a que esta representación no
tiene nada que ver con la naturaleza del espacio tiempo físicoM.
También podemos considerar la regla de transformación de una escogencia gauge χ
en otra Y , el cual es llamada transformación gauge. La transformación gauge χ −→ Y
es inducida por el siguiente mapeo:
(3.17) Φ :
(
χ−1
) ◦ Y
Donde el mapeo Φ cambia la representación χ∗ (q) de la variable física q en la otra
representación Y∗ (q):
Y∗ (q) = Y∗ (χ ◦ χ−1)∗ (q) = Y∗ (χ−1)∗ χ∗ (q) = ((χ−1) ◦ Y)∗ χ∗ (q) = Φ∗χ∗ (q)
Donde vemos que Φ∗ esta situado sobre el espacio de fondoM03.
Ahora para continuar con el formalismo debemos estudiar la expansión de Taylor para
campos tensoriales. En funciones sobre Rn, una expansión de Taylor es escencialmente una
manera de expresar el valor de una función en algun punto en términos de este valor y
del valor de todas sus derivadas en otros puntos:
3interpretación activa definida más adelante.
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f(x) = f(a) +
n∑
k=1
(
xk − ak)Hk (x) con : Hk (a) = ∂f
∂x
|x=a
Pero para un campo tensorial cualquiera k sobreM no es posible hacer esta expansión
debido a que k(p) y k(q) en diferentes puntos p y q (con p,q∈ M) pertenecen a espacios
tangentes diferentes y no pueden por lo tanto ser comparados directamente. Ahora si
encontramos una manera de comparar estos dos espacios tangentes podemos hacer una
expansión de Taylor; esto se logra por medio de una familia uniparamétrica de difeomor-
fismos sobreM de tal manera que genera un mapeo entre tensores que están en diferentes
puntos. Para esto comenzaremos con lo que se entiende por un difeomorfismo[128, 129].
Sea ϕ un difeomorfismo entre dos variedadesM y N :
(3.18)
ϕ : M
p
−→ N
ϕ(p)
Donde se entiende por difeomorfismo un Cr−mapeo uno a uno que se hace entre var-
iedades de la misma dimension (lo que la hace biyectiva) de tal forma que ϕ tenga inversa
que sea también un Cr−mapeo y dado que en la variedad tiene una estructura topológica
donde los elementos vienen dados por abiertos (topologia inducida), cualquier mapeo que
tenga una inversa tiene una imágen la cual es abierto, por lo que en general se define que
el mapeo es continuo (donde utilizamos el teoréma de la función implícita[128]). Ahora
dado (3.18) podemos definir un mapeo ϕ∗ push-forward entre los espacios tangentes
T (p) de p enM y T (ϕ(p)) de ϕ(p) en N de la siguiente forma:
(3.19) ϕ∗|p : TpM−→ Tϕ(p)N
Y otro mapeo ϕ∗ pull-back entre los espacios cotangentes T ∗ϕ(p) de ϕ(p) en N y
T ∗(p) de p enM dado por:
(3.20) ϕ∗|ϕ(p) : T ∗ϕ(p)N −→ T ∗pM
Y dado la inversa de (3.18) ϕ−1, podemos definir un push-forward y un pull-back dado
por:
(ϕ∗)−1 |p : T ∗pM−→ T ∗ϕ(p)N
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(ϕ∗)
−1 |ϕ(p) : Tϕ(p)N −→ TpM
Y donde podemos generalizarlo para un campo tensorial cualquiera k simplemente
requiriendo que ∀ p ∈M:
(3.21) (ϕ∗k) (ϕ(p)) ≡ ϕ∗|p (k(p))
(3.22) (ϕ∗k) (p) ≡ ϕ∗|ϕ(p) (k (ϕ (p)))
Donde al utilizar las condiciones anteriormente dichas, y tener que φ∗ y (φ−1)
∗son
isomorfos, podemos definir la transformación (3.21),(3.22).
Ahora si consideramos una variedad diferenciableM, y sea ξ un campo vectorial sobre
M el cual genera un flujo φ definido por:
(3.23)
φ : M× R
(p, λ)
−→ M
φ(p, λ) = φλ(p)
Con λ ∈ R y donde φλ(p) es la curva integral del campo ξ, lo cual significa que existe
una curva que pasa sobre p, ∀ p ∈ M tal que φλ=0(p) = p y cuyo vector tangente en el
punto φλ(p) es el vector X |φλ(p) para p fijo. Dada una carta (U, ψ) con p ⊂ U donde φλ(p)
tiene coordenadas xi(λ) y X |φλ(p) .= X i ∂∂xi , entonces φλ(p) es solución del sistema de
ecuaciones diferenciales:
(3.24)
dxi
dλ
= X i(xi(λ))
Por lo que la solución de la anterior ecuación diferencial conduce a la curva integral
φλ(p) donde el teorema de unicidad y existencia de las ecuaciones diferenciales garantiza
una única solución a dicha ecuación al menos localmente con las condiciones iniciales dadas
anteriormente. Ahora si tenemos p fijo, tenemos que φλ(p) es exactamente la curva integral
donde φλ=0(p) = p es una condición inicial de (3.24), pero si mantenemos el parámetro
fijo λ = cte obtenemos una transformación ó lo que es lo mismo, un difeomorfismo entre
variedades o entre una variedad:
φλ : M
p
−→ M
φλ(p)
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El cual manda un punto p al punto φλ(p) el cual esta localizado a una distancia
paramétrica λ sobre la curva φλ(p). Este difeomorfismo se dice que es grupo local uni-
paramétrico si satisface las siguientes condiciones:
φ0 es la identidad la cual manda p ∈M al mismo punto.
φλ ◦ φσ = φλ+σ
φ−1λ = φ−λ
Ahora dado (3.20),(3.22) podemos definir la derivada de Lie de un campo tensorial k, a
lo largo de un campo vectorial ξ dado por:
(3.25) Lξk|p ≡ lim
λ→ 0
1
λ
(φ∗λk− k)
Donde cumple las siguientes condiciones con a ∈ R, k1,2 ∈ T rs (M), ξ, ς campos
vectoriales y f ∈ F(M):
Propiedades.
Lineal: Lξ(k1 + ak2) = Lξk1 + aLξk2
Leibniz Lξ(k1 ⊗ ak2) = (Lξk1)⊗ k2 + k1 ⊗ (Lξk2)
Lξf = Xf conX = X i∂i =⇒ Lξf = f,µξµ
LξZ
µ = Zµ,νξ
ν − ξµ,νZν
Lξkµν = kµν,σξσ + kσνξσ,µ + kµσξσ,ν
Lξς = [ξ, ς]
Lξ+aςk = Lξk+ aLςk
L[ξ,ς] = Lξ ◦ Lς − Lς ◦ Lξ
[ξ, ς] = 0⇐⇒ Lξ ◦ Lς = Lς ◦ Lξ ⇐⇒ ψλ ◦ ϕσ = ϕσ ◦ ψλ
Donde ψλ, ϕσ son los flujos generados por ς, ξ[129, 128].
Por lo tanto el mapeo φ∗λ define un nuevo campo φ
∗
λk sobreM, el pull-back de k, el
cual es función de λ.
Ahora dado que por la curva integral puedo comparar campos tensoriales definidos en
cada punto de la variedad por medio de una familia uniparamétrica de difeomorfismos, se
puede entonces, hacer una expansión de Taylor a lo largo de la curva integral alrededor
de λ = 0, de la siguiente forma:
(3.26) φ∗λk =
∞∑
k=0
λk
k!
Lkξk = e(λLξ)k
∣∣∣∣
0
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Donde φ es el flujo generado por el campo vectorial ξ. Para demostrar esto empezamos,
utilizando la propiedad de analiticidad de φ∗λk a lo largo de la curva integral φ∗λ(p)[130] y
por lo tanto podemos hacer una expansión de Taylor alrededor de λ = 0:
(3.27) φ∗λk =
∞∑
k=0
λk
k!
dk
dλk
∣∣∣∣
0
φ∗λk
Donde:
(3.28)
dk
dλk
∣∣∣∣
τ
(z) =
[
dk(z)
dλk
]
λ=τ
Ahora para encontrar (3.26) vamos a comparar término por término y lo hacemos por
medio de inducción, para esto vamos a demostrar que es valido para k = 1, entonces:
d
dλ
∣∣∣∣
0
φ∗λk =
lim
λ→ 0
1
λ
(φ∗λk− k) = Lξk
Donde usamos (3.25). Ahora suponemos que para el término k = n es válido que:
dn
dλn
∣∣∣∣
0
φ∗λk = Lnξk
Entonces para k = n+ 1tenemos que:
dn+1
dλn+1
∣∣∣∣
0
φ∗λk =
lim
→ 0
1

(
dn
dλn
∣∣∣∣

φ∗λk−
dn
dλn
∣∣∣∣
0
k
)
Ahora si hacemos la siguiente parametrización τ = λ− , y sustituimos en el primer
término, se observa que la parametrización hace que nos traslademos una distancia − lo
cual hace que la derivada sea evaluada en el origen, por lo tanto se tiene:
dn+1
dλn+1
∣∣∣∣
0
φ∗λk =
lim
→ 0
1

(
dn
dτn
∣∣∣∣
0
φ∗τ+k−
dn
dλn
∣∣∣∣
0
k
)
Ahora dado que la familia uniparamétrica de difeomorfismos forman un grupo uti-
lizamos las propiedades del mismo:
dn+1
dλn+1
∣∣∣∣
0
φ∗λk =
lim
→ 0
1

(
dn
dτn
∣∣∣∣
0
φ∗ ◦ φ∗τk−
dn
dλn
∣∣∣∣
0
k
)
Y dado que la derivada sólo afecta la curva integral con parámetro τ podemos sacar
en el primer término el flujo con respecto a  y usando la suposición dada para k = n
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tenemos que:
dn+1
dλn+1
∣∣∣∣
0
φ∗λk =
lim
→ 0
1

(
φ∗L
n
ξk− Lnξk
)
= Ln+1ξ k
Demostramos que si es válido para n entonces lo es para un n + 1, por lo que queda
demostrado (3.26).
Ahora si k = k(xµ), es decir que el campo tensorial solo es función de las coordenadas
dada una carta sobreM, y dado que φ∗λxµ(p) = xµ(φλ(p)) con xµ(p) ≡ xµ, xµ(φλ(p)) ≡ x˜µ,
tenemos que dado las propiedades de la derivada de Lie y (3.26):
x˜µ = xµ + λLξx
µ +
λ2
2
L2ξx
µ + .....
(3.29) x˜µ = xµ + λξµ +
λ2
2
ξµ,νξ
ν + .....
Donde hemos utilizado (3.2).
3.3. Difeomorfismos Knight (Knight diffeomorphisms)
Supongamos ahora que hay dos campos vectoriales ξ1, ξ2 sobreM, los cuales gener-
an los flujos φ(1), φ(2)respectivamente, ahora si combinamos estos dos flujos en uno solo
podemos definir una nueva familia de difeomorfismos dado por:
Ψ : R×M
(λ, p)
−→ M
Ψλp
Ψλ = φ
(2)
λ2
2
◦ φ(1)λ
Y como se observa por la definición de Ψλ vemos que este difeomorfismo compara un
punto p de la variedad con un punto que esta a una distancia paramétrica λ a lo largo
del flujo φ(1) y a una distancia paramétrica λ
2
2
a lo largo del flujo φ(2).
Este concepto de difeomorfismo puede ser generalizado a n campos vectoriales ξ1,ξ2,....ξn
definidos sobre M que generan n flujos φ1, φ2, φ3, ...., φn y al definir una familia uni-
paramétrica de difeomorfismos Ψ : R×M → M llamados difeomorfismos knight de
rango n dado por:
Ψλ = φ
(n)
λn
n!
◦ .... ◦ φ(2)
λ2
2
◦ φ(1)λ
Y donde ξ1, ξ2, ....ξn son llamados los generadores de Ψλ. Claramente vemos que los
campos vectoriales pueden no conmutar por lo que Ψσ+λ 6= Ψσ ◦Ψλ y tenemos que estos
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Figura 3.2. En el lado izquierdo se muestra la contribución que hace el campo vecto-
rial a primer orden para relacionar dos puntos. En el lado derecho se muestra la corrección
a segundo orden tanto del campo vectorial a segundo orden como del acople de campos
vectoriales a primer orden, esta es una corrección de la transformación desde x˜µ a xµ.
difeomorfismos no forman un grupo, ahora para hacer una expansión en series de Taylor
alrededor de λ = 0 de este difeomorfismo:
Ψ∗λk = φ
(1)∗
λ φ
(2)∗
λ2
2
.....φ
(n)∗
λn
n!
k
Ahora al usar n veces la propiedad (3.26):
Ψ∗λk =
∞∑
l1=0
λl1
l1!
Ll1ξ1
(
φ
(2)∗
λ2
2
.....φ
(n)∗
λn
n!
k
)
Ψ∗λk =
∞∑
l1=0
∞∑
l2=0
λl1
l1!
λ2l2
2l2l2!
Ll1ξ1L
l2
ξ2
(
φ
(3)∗
λ3
3!
.....φ
(n)∗
λn
n!
k
)
·
·
.
.
(3.30) Ψ∗λk =
∞∑
l1=0
∞∑
l2=0
....
∞∑
lk=0
λl1+2l2+..+klk
l1!2l2l2! · · · (k!)lk lk!L
l1
ξ1
Ll2ξ2 · · · Llkξk (k)
Por ejemplo a segundo orden vemos que:
(3.31) Ψ∗λk = k+ λLξ1k+
λ2
2
(
L2ξ1 + Lξ2
)
k+ ....
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Ahora dada una carta, las coordenadas de p son escritas como xµ y las de Ψλ(p) son
escritas como x˜µ, tenemos que a segundo orden en λ y nuevamente usando las propiedades
de la derivada de Lie:
(3.32) x˜µ = xµ + λξµ1 +
λ2
2
(ξµ1,νξ
ν
1 + ξ
µ
2 ) + .....
Por lo tanto podemos observar que ξ1 y ξ2 son los generadores de una familia uni-
paramétrica de difeomorfismos Ψλ y representan la dirección en la cual la expansión se
lleva a cabo[131]. El generador ξ1 es la aproximación a primer orden del flujo del difeo-
morfismo Ψλ, y el segundo generador ξ2 es la corrección de este flujo fig.(3.2). Cuando
estos generadores son dependientes, la expansión se reduce a el mapeo exponencial (3.26).
3.4. Definición de perturbación y escogencia gauge (What is perturbations
of spacetime and gauge choices)
La perturbación ∆k de cualquier cantidad, digamos un campo tensorial k, es definida
con la diferencia entre el valor k que tiene el campo en el espacio-tiempo real y el valor
que esta toma en el espacio del background k0:
(3.33) ∆k = k− k0
Ahora como es la diferencia de dos campos tensoriales, entonces tal relación debe
ser hecha en el mismo punto y para relacionar ambos campos lo hacemos mediante un
difeomorfismo escogencia gauge; y un cambio de este difeomorfismo es llamado transfor-
mación gauge la cual genera en el espacio físico una transformación de coordenadas, y la
libertad que uno tiene para escoger este difeomorfismo corresponde a la arbitrariedad en el
valor de la perturbación de k . Consideremos ahora una familia de modelos {(M, gλ, τλ)},
donde λ ∈ R y sobre la variedad la métrica gλ y el tensor momento energía τλ cumple la
ecuación de campo de Einstein:
(3.34) E [gλ, τλ] = 0
Ahora el parámetro λ mide la diferencia del espacio-tiempo físico (M, gλ, τλ) respecto
al espacio-tiempo del background (M0, g0, τ0), ver fig.(3.3). Para interpretar este resultado
vamos a introducir una variedadN de dimensionm+1 la cual es foliada por subvariedades
difeomorfas4 aM dado por N = M× R y cada una de las copia deM viene dada por
4Misma estructura diferenciable
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Figura 3.3. Se debe exigir que en cada subvariedadMλ se satisfaga las ecuaciones
de campo de Einstein
el correspondiente valor de λ5. Podemos escoger cartas en las cuales xµ(µ = 0, 1, ..m− 1)
son las coordenadas sobre cadaMλ y xm = λ6 .
Ahora si un campo tensorial kλ es dado sobre cadaMλ entonces se define un campo
k sobre N por la relación k (p, λ) = kλ(p) para cada p ∈Mλ. Ahora sobre cadaMλ uno
tiene una métrica gλ y un conjunto de campos de materia τλ que satisface (3.34), y también
una métrica g y un campo de materia τ sobre N . Ahora para definir la perturbación
de un tensor k, debemos encontrar una manera de comparar kλ con k0. Para hacer
esta comparacion en el mismo punto lo hacemos mediante el difeomorfismo dado por
ϕλ : N → N donde se debe satisfacer que:
ϕλ|M0 : M0 −→Mλ
Donde ϕλ es visto como un miembro del flujo ϕ el cual esta situado sobre N corre-
spondiente al valor de λ del grupo uniparamétrico. Ahora a este flujo ϕ es generado por un
campo vectorial X gauge el cual esta sobre N y dado como fué construida esta variedad,
imponemos que Xm = 17. Ahora podemos definir la perturbación de alguna cantidad k
como:
(3.35) ∆kλ ≡ ϕ∗λk|M0 − k0
5una foliación = de dimensión n de una variedadM es un recubrimiento topológico, formado por conjuntos
Ui y con funciones ℘ : Ui → Rn
6Vemos que las coordenadas sobre la variedad de dimension m + 1 son diferentes de cero solo para sus
primeras m − coordenadas y el último valor solo da la rotulación de la subvariedad λ, por lo tanto las
cantidades sobre la variedad N son construidas siendo transversales.
7Nuevamente hacemos énfasis en que este campo es arbitrario y sólo existe esta condición para X.
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Figura 3.4. Expansión de un campo tensorial.
Ahora usando (3.27) escribimos la última ecuación como:
∆kλ =
∞∑
k=0
λk
k!
δkk− k0 =
∞∑
k=1
λk
k!
δkk
Donde:
(3.36) δkk =
[
dkϕ∗λk
dλk
]
λ=0,M0
Donde (3.36) define el k − esimo orden de la perturbación de k, también nos damos
cuenta de algo muy importante y es que ∆kλ,δkk son campos los cuales están situados
sobreM0 también hay que recalcar que dado (3.35), vemos que el parámetro λ el cual
nos da el rótulo para cada espacio-tiempo, sirve también para hacer la expansión de la
perturbación ver fig.(3.4). Sin embargo, hay que tener cuidado en que hay casos en los
cuales λ es muy grande haciendo que la expansión perturbativa no pueda realizarse ya
que al hacer una reparametrizacion de λ empiezan a mezclarse modos8 y no podamos
hablar de expansiones a primer o segundo orden en k. Por último ∆kλ es la cantidad la
cual puede ser definida como invariante, mientras que δkk tiene un significado físico sólo
cuando fijamos el valor de λ.
3.5. Transformaciones Gauge (Gauge transformations)
Se debe tener cuidado en lo que se va a denominar gauge en lo que sigue. En física la
palabra gauge tiene muchos significados en el área que se esta tratando. Se mencionó ante-
8Haciendo referencia que pueden haber mezclas de términos que son de ordenes diferentes en la expansión
pero tienen ordenes de magnitud similares.
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riormente que una correspondencia entre puntos de dos variedades es lo que se denomina
escogencia gauge y un cambio en esta correspondencia induce una transformación el cual
es llamado transformación gauge. La escogencia entre el mapeo de puntos de la variedad
de backgroundM0 con la variedad realMλ, es una escogencia gauge (escogencia de un
campo vectorial). Consideremos un punto p sobreM0 y dos escogencias gauge:
X : M0 → Mλ
p q
Y : M0 → Mλ
p u
Esta escogencia X asignará al punto p de M0 el punto q de Mλ y le dará a este
punto las mismas coordenadas xµ que el punto p, lo mismo para Y , este mapea el punto
p de M0 al punto u de Mλ y le asignará las mismas coordenadas del punto q. Dicha
escogencia genera una transformación gauge sobre Mλ. Esto es lo que se llama inter-
pretación pasiva[132]. Para la interpretación activa, escogeremos un punto u sobreMλ y
encontraremos un punto p sobreM0 de tal manera que el generador X mapee p en u, lo
mismo para Y :
X : M0 → Mλ
p u
Y : M0 → Mλ
q u
Ahora la transformación gauge esta en M0 y transforma las coordenadas del punto
p a las coordenadas del punto q (ver (3.17)). En otras palabras la transformación de
la perturbación de una cantidad física es evaluada en el mismo punto de Mλ (punto
coordenado) en la interpretación activa, mientras que para la interpretación pasiva la
transformación es evaluada en el mismo punto deM0, ver fig.(3.5).
Figura 3.5. En el lado izquierdo se muestra la interpretación pasiva, como se observa,
la transformación se genera enMλ. En el lado derecho se muestra la interpretación activa,
en general vemos que el campo vectorial genera una escogencia gauge y el cambio en la
escogencia genera una transformación de coordenadas enM0.
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3.6. Invarianza Gauge (Gauge invariance)
Supongamos que hay dos campos vectoriales X y Y definidos sobre la variedad N ,
tal que Xm = Ym = 1 en todo punto de N . Ahora sus curvas integrales definen para
cada una dos flujos φ, ϕ para cada campo respectivamente sobre N , dado esto los flujos
φ, ϕ son tranformaciones y por lo tanto son dos escogencias gauge distintas. Ahora dado
los campos X y Y podemos generar un pull-back sobre un campo tensorial k y construir
otros campos tensoriales ϕ∗λk y φ∗λk para cualquier valor de λ. Por lo tanto tenemos tres
campos tensoriales sobreM0:
k0, kXλ ≡ φ∗λk
∣∣∣∣
0
, kYλ ≡ ϕ∗λk
∣∣∣∣
0
Ahora usando (3.35),(3.26), tenemos que:
(3.37) kXλ =
∞∑
k=0
λk
k!
δkkX =
∞∑
k=0
λk
k!
LkXk
∣∣∣∣
0
= k0 + ∆φkλ
(3.38) kYλ =
∞∑
k=0
λk
k!
δkkY =
∞∑
k=0
λk
k!
LkYk
∣∣∣∣
0
= k0 + ∆ϕkλ
Si kXλ = k
Y
λ para cualquier par de campos vectoriales X y Y , decimos que k es
totalmente invariante gauge.
Esta es una condición muy fuerte ya que (3.37),(3.38) implican que δkkX = δkkY
∀X,Y, y ∀ k, ver fig.(3.6). Pero debido a que nosotros vamos a trabajar una teoría en al-
guna aproximación a orden n, podemos requerir una condición mas débil, k es invariante
gauge a orden n si y sólo si δkkX = δkkY ∀X,Y y ∀ k ≤ n.
De aqui podemos sacar una proposición importante:
Un campo tensorial k es un invariante gauge a orden n ≥ 1 si y solo si Lξδkk = 0,
para cualquier campo vectorial ξ sobreM y ∀ k < n.
Para demostrar esto lo hacemos por inducción, para esto empezemos con n = 1, si
δkX = δkY, entonces tenemos que:
kXλ − kYλ = δkX − δkY = LXk
∣∣∣∣
0
−LYk
∣∣∣∣
0
= LX−Yk
∣∣∣∣
0
= Lξk
∣∣∣∣
0
= 0
Donde usamos (3.37),(3.38) y el hecho que X yY son cualquieriera campos vectoriales,
40 3. PERTURBACIONES COSMOLÓGICAS(COSMOLOGICAL PERTURBATION THEORY)
Figura 3.6. Cantidades Invariantes Gauge no deben depender de la escogencia en
cualquier campo ξ.
podemos definir su diferencia como otro campo vectorial ξ = X − Y 9. Ahora si δnkX =
δnkY y suponemos que para algún orden n se cumple que Lξδn−1k = 0 (ordenes menores
a n− 1), entonces tenemos que para n+ 1:
kXλ − kYλ = δn+1kX − δn+1kY = δ
(
δnkX − δnkY)
= LXδ
nk
∣∣∣∣
0
−LYδnk
∣∣∣∣
0
= LX−Yδnk
∣∣∣∣
0
= Lξδ
nk
∣∣∣∣
0
= 0
Por lo que para un n+ 1 el resultado es válida la proposición.
Como consecuencia tenemos que k es invariante gauge a orden n si y sólo si k0 y todas
sus perturbaciones a orden menor que n son, en cualquier gauge (ξ): nulos, constantes
escalares, o una combinación de deltas de Kronecker con coeficientes constantes, esta es
la generalización del lema de Stewart-Walker.
3.7. Transformaciones gauge para cantidades no invariantes ( Gauge
transformations in non gauge invariance quantities)
Si un tensor k es no invariante gauge, es bueno saber como cambia su representación
sobreM bajo una transformación gauge. Para este propósito se define para cada valor de
λ ∈ R, el difeomorfismo Φλ : M0 −→M0 ver fig.(3.5) dado por:
Φλ ≡ ϕ−λ ◦ ψλ
9Donde ξm = 1 es decir tangente aM.
3.7. TRANSFORMACIONES GAUGE PARA CANTIDADES NO INVARIANTES ( GAUGE TRANSFORMATIONS IN NON GAUGE INVARIANCE QUANTITIES)41
Ahora dado que los campos vectoriales que generan estos flujos pueden que no con-
muten, Φ no forma un grupo uniparamétrico de difeomorfismos. Ahora los campos tenso-
riales kXλ y k
Y
λ definidos por los gauges ϕ, ψ están conectados por el mapeo lineal Φ
∗
λ:
kYλ = ψ
∗
λk|0 =
(
ψ∗λϕ
∗
−λϕ
∗
λk
) |0 = Φ∗λkXλ
Ahora dado (3.30),(3.31), la última ecuación queda escrita de la siguiente forma:
(3.39) kYλ = k
X
λ + λLξ1kXλ +
λ2
2
(
L2ξ1 + Lξ2
)
kXλ +
λ3
3!
(
L3ξ1 + 3Lξ2Lξ1 + Lξ3
)
kXλ + ....
Donde ξ1,2 son los generadores de Φ; dada la última relación, y dado un campo tensorial
k, la relación entre las perturbaciones a primer y segundo en la perturbación de k en dos
diferentes gauges vienen dadas por:
λδkY = λLξ1
(
k0 + λδkX
)
+ λδkX
(3.40) δkY − δkX = Lξ1k0
λ2
2
δ2kY =
λ2
2
δ2kX + λLξ1
(
λδkX
)
+
λ2
2
(
L2ξ1 + Lξ2
)
k0
(3.41) δ2kY − δ2kX = 2Lξ1
(
δkX
)
+
(
L2ξ1 + Lξ2
)
k0
Donde observamos que el resultado es consistente con la proposición de invarianza
gauge a orden n.
Ahora es interesante mostrar la forma de los generadores de Φ, para esto sustituimos
(3.26) en (3.39):
LYk0 − LXk0 = Lξ1k0 =⇒ LY−Xk0 = Lξ1k0
(3.42) ξ1 = Y− X
λ2
2
(
L2Yk0 − L2Xk0
)
= λ2Lξ1LXk0 +
λ2
2
(
L2ξ1k0 + Lξ2k0
)
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Lξ2k0 = L2Yk0 − L2Xk0 − 2LY−XLXk0 − L2Y−Xk0
Lξ2k0 = (LXLY − LYLX)k0 = L[X,Y]k0
(3.43) ξ2 = [X,Y]
Como una aplicación de lo anterior, en el siguiente capítulo encontraremos las trans-
formaciones de las variables tratadas en un universo de (R-W). Este tratamiento es muy
utíl en el sentido de que se trabajó con cualquier campo tensorial k, este campo puede
ser referido al tensor métrico ó tensor momento energía, cantidades escalares como la
densidad ó presión y vectores como el campo magnético o la 4-velocidad. En lo que sigue
veremos que ξ tiene una interpretación física asociada a la escogencia de coordenadas, así
que durante el próximo capítulo se podrá entender más claramente la importancia de esta
teoría en la cosmología.
CAPíTULO 4
Espacio Magnetizado(The Magnetized Universe)
4.1. Tensor Momento Energía (Energy Momentum Tensor)
Primero vamos a hacer una descripción de la formulación covariante 1+3 de la Rel-
atividad General la cual ha sido desarrollada en espacios-tiempos en los cuales hay una
dirección como de tiempo dada por la velocidad de los observadores fundamentales uα =
(−1, 0, 0, 0). La descomposición 1+3 se refiere al hecho que se hace una descomposición
tiempo+espacio respecto a u al proyectar tensores y ecuaciones tensoriales paralelas y
ortogonales a uα.
Antes de escribir las ecuaciones de movimiento vamos a definir la velocidad de los
observadores que miden cantidades físicas como la densidad, presión o velocidad del fluido
inmerso en el espacio-tiempo, para esto debemos empezar hacer una analogía entre lo
clásico y lo relativista en cuanto a lo que es la deformación o strain.
El strain se origina debido al desplazamiento relativo de partículas que constituyen
el medio. Sea u(x, y, z) el desplazamiento de un punto del cuerpo rotulado por las coor-
denadas (x, y, z), el aumento del volumen de una región acotada por una superficie viene
dada por[133]: ∮
u · ds =
∫
(∇ · u)dV
Ahora si el coeficiente de expansión viene dado por:
θ ≡ δ(dV )
δV
Después de tomar el límite cuando el volumen se hace muy pequeño, tenemos que:
θ = ∇ · u
Ahora como∇×u representa la circulación, podemos descomponer la primera derivada
de u, como sigue:
∂ui
∂xk
=
(
1
2
(
∂ui
∂xk
+
∂uk
∂xi
)
− 1
3
θδik
)
+
1
2
(
∂ui
∂xk
− ∂uk
∂xi
)
+
1
3
θδik
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Donde el primer término de la parte derecha es simétrico y observamos que se le resta
el valor de expansión, por lo que este término da cuenta en la variación de la forma del
cuerpo pero no en su volumen, este término es llamado shear.
El segundo término es antisimétrico y se identifica como un rotor, por lo que este
término da cuenta de los movimientos rotacionales del sistema, sin cambio en su volumen,
este término es llamado vorticidad. El último término da cuenta de un cambio isotrópico
en el volumen.
Ahora al hacer la analogía en relatividad, tenemos en cuenta lo siguiente:
u, ahora es el vector velocidad.
shear y vorticidad son parámetros tensoriales tipo espacio, es decir sobre la hiper-
superficie.
Consideremos ahora hµν = δ
µ
ν +u
µuν con uµ = dx
µ
ds
la 4-velocidad (vector como de tiempo)
que cumple la siguiente relación:
uαuα = −1
Y el intervalo espacio-temporal dado por:
ds2 = gαβdx
αdxβ
Con gαβ el tensor métrico.
Donde se ha introducido una familia de observadores con líneas de mundo tangentes a
la 4-velocidad uµ = dx
µ
ds
, el parámetro afín s es un invariante que puede ser asociado con el
tiempo propio de los observadores. Este campo de velocidades introduce la división entre
una parte temporal y una parte espacial. El vector uµ determina la dirección temporal,
mientras que hµν proyecta las cantidades tensoriales sobre la hipersuperficie.
Si A es un 4-vector, la componente de A en la dirección de uµviene dada por:
Aµ = (Aνuν)u
µ
Y su componente sobre la hipersuperficie viene dada por:
Aµspacial = A
µ + (Aνuν)u
µ = Aν (δµν + u
µuν) = A
νhµν
Donde hµνes conocido como el proyector. Ahora si queremos proyectar en la hipersu-
perficie la 4-aceleración uµ;ν :
4.1. TENSOR MOMENTO ENERGÍA (ENERGY MOMENTUM TENSOR) 45
(4.44) uµ;νh
µ
α = uµ;ν (δ
µ
α + u
µuα) = uµ;α + u˙µuα
Donde en un sistema comóvil u = (−1, 0, 0, 0) y por lo tanto se tiene que:
uµ;νu
ν = uµ;0 = u˙µ
Esta proyección puede ser escrita de la siguiente forma:
(4.45) uµ;α = σµα + ωµα − u˙µuα + 1
3
θhµα
Donde (dado nuestro sistema (− + ++) vamos a manejar el signo (−) en la anterior
ecuación):
σµα =
1
2
(uµ;α + uα;µ) +
1
2
(u˙µuα + u˙αuµ)− 1
3
θhµα
ωµα =
1
2
(uµ;α − uα;µ)− 1
2
(u˙µuα − u˙αuµ)
θ = uα;α
La ecuacion (4.45) describe la derivada covariante de la 4-velocidad de los obser-
vadores, dicha ecuación es muy importante porque describe las cantidades cinemáticas
del modelo, además que nos dice que efecto produce la geometría del universo en la
dinámica de los observadores.
El tensor momento energía T µν es un tensor simétrico que especifica el contenido total
de energía de un modelo cosmológico. Con respecto a los observadores fundamentales, el
tensor momento energía de un fluido general se descompone como:
(4.46) T µν = µuµuν + Phµν + 2q(µuν) + piµν
Donde µ = T µνuµuν es la densidad de energía, P = 13T
µνhµν es la presión isotrópica
efectiva del fluido, qµ = −hµνT νλuλ es el vector de flujo de energía, y piµν = −h(µα hν)β Tαβ
es el tensor anisotrópico de traza nula y simétrico.
4.1.1. Tensor Momento Energía Electromagnético (Electromagnetic Mo-
mentum Tensor). La acción para la electrodinámica en espacios curvos viene dada
por[99]:
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S = −
∫ √−gd4x( 1
16pi
FµνF
µν − Aµjν
)
Con Fµν = Aν;µ − Aµ;ν el tensor electromagnético, Aµ el 4-potencial vectorial, y jµ
la 4-densidad de corriente. c = 1 y tomamos la convención (− + ++). A partir de las
variaciones del 4-potencial vectorial llegamos a las ecuaciones de Maxwell con fuentes:
F µν ;µ = 4pij
ν
Ahora dada la definición del tensor electromagnético, podemos a partir de condiciones
que cumple dicho tensor (identidad de Bianchi), llegar a la otras ecuaciones de Maxwell
homogéneas:
F(µν;γ) = 0
Se define el dual del tensor electromagnético como:
∗Fαβ =
1
2
αβµνF
µν
Con µναβ el 4-tensor totalmente antisimétrico de Levi-Civita.
Ahora vamos a escribir el tensor electromagnético en términos de los campos E y B,
para esto se empieza con la ecuación del campo eléctrico en términos de los potenciales
escalar y vectorial:
Ei = −∇iφ+ ∂Ai
∂t
Ei = −∇iA0 + ∂Ai
∂t
= −∇iA0 +∇0Ai = Fi0
Eµ = Fµνu
ν
Si se hace la proyección a lo largo de la 4-velocidad tenemos lo siguiente:
Eµu
µ = Fµνu
νuµ = 0
Debido a que F es antisimétrico y uνuµ es simétrico. Ahora si contraemos con uν1:
Eµuα = Fµνu
νuα = Fµνgαβ
dxν
ds
dxβ
ds
= Fµν
dxν
dxα
= −Fµνδνα = −Fµα
1Podemos tomar también Eµ = Fµνuν y al multiplicar ambos lados por uν se tiene que Eµuν = −Fµν
4.1. TENSOR MOMENTO ENERGÍA (ENERGY MOMENTUM TENSOR) 47
Para el campo magnético escribimos como:
B = ∇× A→ Bµ = µνβ∂νAβ = 1
2
µνβF
νβ =
1
2
µανβu
αF νβ =∗ Fµαuα
Dado que kij = klijul. Al hacer nuevamente la contracción y debido a que µανβ es
totalmente antisimétrico, tenemos que:
Bµu
µ =
1
2
µανβu
αuµF νβ = 0
Ahora al hacer la contracción con uβ y usando el mismo razonamiento del campo
eléctrico, tenemos que:
Bµuβ = −∗Fµβ = −1
2
ανµβF
αν → Bµuβ = −1
2
ανµβFαν
Bµuβγδµβ = −1
2
γδµβ
ανµβFαν = −1
2
2δανγδ Fαν = −Fγδ
Por lo tanto el tensor electromagnético viene dado por:
(4.47) Fµν = (uµEν − uνEµ)− µναβuαBβ
Ahora el tensor momento energía para el campo electromagnético viene dado por[134]:
(4.48) Tαβ(em) =
1
4pi
[
FαµF βνgµν − 1
4
gαβ
(
F δωF σgδσgω
)]
Sabemos que el segundo término viene dado por −1
4
FβγF
βγ = 1
2
(B2 + E2) , para el
primer término tenemos que:
gαδ [(u
αEµ − uµEα)− αµιηuιBη]
[(
uδEν − uνEδ)− δνλpiuλBpi] =
gαδ
[
uαEµuδEν − uαEµuνEδ − uαEµδνλpiuλBpi − uµEδuδEν + uµEαuνEδ + uµEαδνλpiuλBpi
]
+gαδ
[−αµιηuιBηuδEν + αµιηuιBηuνEδ + αµιηuιBηδνλpiuλBpi]
Usando las propiedades encontradas anteriormente tenemos que:
gαδ [(u
αEµ − uµEα)− αµιηuιBη]
[(
uδEν − uνEδ)− δνλpiuλBpi]
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= −EµEν + E2uµuν + 2uιEδBηu(µν)ιδη −BµBν +B2uµuν
Donde αµιη νλpiα uιBηuλBpi = −BµBν +B2uµuν dado que los indices µ, ν son fijos y los
otros indices pueden tomar dichos valores. Ahora al combinar estos resultados tenemos lo
siguiente:
T µνem = −EµEν +E2uµuν +2uιEδBηu(µν)ιδη−BµBν +B2uµuν +
1
2
(
B2 + E2
)
(hµν − uµuν)
Donde se resume de la siguiente manera:
(4.49) T µνem =
1
2
(
B2 + E2
)
uµuν +
1
6
(
B2 + E2
)
hµν + 2uιEδBηu
(µν)ιδη +Mµν
Con:
Mµν =
1
3
(
B2 + E2
)
hµν − EµEν −BµBν
Ahora el tensor de momento energía general para un fluido real viene dada por (4.46),
con la densidad de energía µ, P presión isotrópica, q flujo de energía con qµuµ = 0, y
presión anisotrópica con Mµνuµ = 0, Mµν = Mνµ, Mµµ = 0.
Por lo que tenemos que:
µ =
1
2
(
B2 + E2
)
, P =
1
6
(
B2 + E2
)
, q = uιEδBηu
(µν)ιδη, piµν = Mµν
Como se observa el tensor momento energía electromagnético cumple con las propiedades
de un fluido general, donde se observa una componente de densidad de energía µ que es
igual al cuadrado de los campos como se esperaba, un vector de flujo de energía que viene
asociado al vector de Poynting, una presión tal que es igual a P = 1
3
µ, y una componente
de presion anisotrópica.
4.2. Ecuaciones de Maxwell en Espacios Curvos (Maxwell equations in
Curves space-times)
Ahora, la idea es usar un formalismo de teoría de perturbaciones para encontrar
las ecuaciones de Maxwell en espacios curvos, para esto se sigue la idea de[100], por
medio de la aproximación covariante dada por[111]. Dada la definición del dual del tensor
electromagnético, tenemos lo siguiente:
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∗Fαβ =
1
2
µναβFµν = Fµν = 
µναβuµEν +
(
uαBβ − uβBα)
Lo que se hace es descomponer las ecuaciónes de Maxwell en partes como de tiempo
y como de espacio, entonces de la ecuación homogenea de Maxwell se tiene que:
uα
(
∗Fαβ;β
)
=
(
uα
∗Fαβ
)
;β
− uα;β∗Fαβ = 0
Y sustituyendo el valor de ∗Fαβ en la anterior ecuación se tiene que:
(
uα
µναβuµEν + uαu
αBβ − uαuβBα
)
;β
− uα;β
(
µναβuµEν +
(
uαBβ − uβBα)) = 0
Dado que uαµναβuµ = uαBα = uα;βuα = 0, tenemos lo siguiente:
Bβ;β −Bβu˙β + uα;βµναβuµEν = 0
Ahora como tenemos uα;β, colocamos la definición vista anteriormente, pero como
esta contraida con el tensor antisimétrico solo la parte antisimétrica es diferente de cero
es decir, la vorticidad que la vamos a definir ahora como:
ων = −1
2
ωαβ
αβµνuµ
Y donde de nuevo utilizamos que uαµναβuµ = 0, ahora dada la proyección de la
derivada covariante de B, ∇βBα = hµβhανBν;µ:
∇βBβ = hµβhβνBν;µ == hµνBν;µ = (δµν + uµuν)Bν;µ = Bµ;µ − u˙µBµ
Donde uµuνBν;µ = u
µ (uνB
ν);µ − uµuν;µBν = −u˙µBµ.
Por lo tanto la ecuación queda de la siguiente forma:
(4.50) ∇βBβ = 2ωβEβ
La cual es la generalización de ∇·B = 0, la fuente es vista como una carga magnética,
pero es debida al movimiento relativo de los observadores que miden el campo magnético
el cual produce una vorticidad[135].
Ahora volvemos a contraer, pero esta vez con el proyector:
hγα
(
µναβuµEν +
(
uαBβ − uβBα))
;β
= 0
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hγα
(
µναβ (uµ;βEν + uµEν;β) +
(
uα;βB
β + uαBβ;β − uβBα;β − uβ;βBα
))
= 0
hγα
µναβuµ;βEν + 
µνγβuµEν;β + u
γ
;βB
β − uβ;βBγ − hγαB˙α = 0
Donde de nuevo utilizamos las condiciones que se han usado además de hγαu
α = 0.
Nuevamente el primer término debido a la antisimetría, solo sobrevive la vorticidad
además del otro término que incluye u˙µuβ:
hγα
µναβuµ;βEν = h
γ
α
µναβωµβEν − hγαµναβu˙µuβEν
Ahora el primer término es cero debido a que E,ω están sobre la hipersuperficie por
lo que el único indice como de tiempo es α asi que kα = µναβωµβEν es como de tiempo
por lo que hγαkα = 0. también podemos escribir los otros términos como sigue:
(∇× E)γ = γβνEν;β → γνµβuµEν;β = − (∇× E)γ
uγ;βB
β − uβ;βBγ =
(
uγ;β − θδγβ
)
Bβ =
(
σγβ + ω
γ
β −
2
3
θδγβ
)
Bβ
En esta última tenemos en cuenta que uβBβ = 0. Ahora al colocar todo en la ecuación
general obtenemos que[100]:
hγαB˙
α =
(
σγβ + ω
γ
β −
2
3
θδγβ
)
Bβ
(4.51) −γνµβuµEν;β − µγv u˙µEν
Donde la última ecuación es la generalización de la ley de Faraday. Ahora para los
términos con fuentes podemos utilizar las ecuaciones que encontramos pero con un signo
(−) debido a que en las anteriores ecuaciones les cambiamos el signo y además dado la
transformación de ∗Fαβ → Fαβ cuando hacemos E → −B y B → E [99], se llega a:
(4.52) ∇βEβ = 4pi%− 2ωβBβ
hγαE˙
α =
(
σγβ + ω
γ
β −
2
3
θδγβ
)
Eβ
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(4.53) +γνµβuµBν;β + 
µγ
v u˙µB
ν − 4piJγ
Las cuales son la ley de Gauss y la ley de Ampere generalizadas. Donde se utilizó que
jν = (%, J i) 4-corriente, siendo % la densidad de carga y J i la 3-corriente.

CAPíTULO 5
Perturbaciones Cosmológicas en Robertson-Walker
(RW)(Cosmological Perturbations in RW)
5.1. Ecuaciones de Campo de Einstein (Einstein Field Equations)
La geometría del espacio-tiempo viene descrita por un tensor de segundo rango simétri-
co gµν . La evolución de la métrica viene gobernada por las ecuaciones de campo que rela-
ciona gµν y sus derivadas con el contenido de materia-energía. Las ecuaciones de campo
vienen dadas por1:
(5.54) Rµν − 1
2
Rgµν + Λgµν = 8piGTµν
La cual se deriva de la acción de Einstein-Hilbert[136]. La parte izquierda de la
ecuación es interpretada como la evolución en la geometria del espacio-tiempo que de-
pende a su vez del contenido de materia que se encuentra en la parte derecha de la
ecuación. Rµν es conocido como el tensor de Ricci y su contracción gµνRµν = R es el
escalar de Ricci, Λ es la constante cosmológica, G es la constante de gravitación y Tµν es
el tensor momento energía que cumple con T νµ;ν = 0, lo cual significa que la energía y el
momento son localmente conservados[3, 137, 138].
5.2. Métrica de Robertson-Walker (RW) (Robertson-Walker metric)
Uno de los principios básicos del modelo estándar de la cosmología es que el universo es
homogéneo e isotrópico estadísticamente a grandes escalas. Una evidencia de este principio
la encontramos en las observaciones de la radiación cósmica de fondo que nos revela una
anisotropía del universo en una parte en 10−5 [139, 140]. Si además se acepta el principio
copernicano que nos dice que no existe un lugar privilegiado del universo, entonces se llega
a la conclusion de que el universo es también homogéneo. Por lo que isotropía alrededor
de cada punto (que significa un universo similar en cualquier dirección estadísticamente)
junto con la hipótesis de que la densidad de materia es una función uniforme respecto a
la posición, implica la homogeneidad del universo[139, 140, 141].
1Donde c = 1, y la convención es: (−,+,+,+)
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El universo puede ser descrito por un espacio-tiempo en 4 dimensiones (M, g) dada por
una variedad pseudo-RiemannianaM, con una métrica Lorenziana g. El espacio-tiempo
R-W admite que las superficies de tiempo constante sean homogeneas e isotrópicas y
además es maximalmente simétrico[142]. Hay un tiempo coordenado t llamado tiempo
cósmico tal que las superficies de t = cte,
∑
t = {x| (x, t) ∈M} son subespacios maxi-
malmente simétricos[143, 137, 136].
Para obtener una métrica con estas propiedades, debemos escoger el tiempo coordena-
do tal que las superfices como de espacio sean homogeneas e isótropas en un tiempo fijo.
Asi que cualquier condición inicial debe ser la misma en cada punto espacial y en cualquier
dirección. Para esto escogemos un sistema donde el tiempo coordenado sea ortogonal al
espacio y dicha condición se cumple con gi0 = 0. Isotropía requiere que un observador que
se mueva a lo largo del tiempo debe medir una velocidad igual a cero del fluido2. Por lo que
los observadores deben ser comóviles (viajan con el fluido). Homogeneidad requiere que el
intervalo de tiempo propio entre las superficies debe ser independiente de la posición por
lo que g00 = −1, debe ser independiente de las coordenadas espaciales. Homogeneidad e
isotropía requieren además que la distancia entre dos observadores cercanos sea propor-
cional a un factor de escala universal a(t). Al exigir las anteriores condiciones, se tiene
una métrica de la siguiente forma:
(5.55) ds2 = −dt2 + a2(t)γij
(
x1, x2, x3
)
dxidxj
Siendo γij la métrica de la superficie espacial de curvatura constante K. Dependiendo
del valor deK, el espacio es cerrado (K > 0), plano (K = 0), o puede ser abierto (K < 0)3.
También se define el tiempo conforme τ como dτ = dt
a
, por lo que la métrica RW viene
dada por:
(5.56) ds2 = gµνdx
µdxν = a2(τ)
(−dτ 2 + γijdxidxj)
La 3-métrica γij puede tomar las siguientes formas de acuerdo a la geometría que se
quiere estudiar:
(5.57) γijdx
idxj =
δijdx
idxj(
1 + 1
4
Kς2
)2
Donde:
2Es decir, ausencia de velocidades peculiares.
3Uno puede normalizar el valor de K tal que K = 0,±1.
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ς2 = δijx
ixj, δij
1 si i = j0 otro caso
Y por otro lado se tiene:
(5.58) γijdx
idxj = dr2 + χ2 (r)
(
dθ2 + sin2 (θ) dϕ2
)
Donde:
χ(r) =

r plano K = 0
1√
K
sin
√
Kr cerrado K > 0
1√
|K|sinh
√|K|r abierto K < 0
5.3. Evolución del Backgroud (RW) (Evolution of RW metric)
Debido a la homogeneidad e isotropía[142, 144], el tensor momento energía solo puede
tomar la siguiente forma:
(5.59) T µν =
(
−µg00 0
0 Pgij
)
De tal manera que en un universo homogeneo e isotrópico tenemos el contenido de
materia comportándose como un fluido perfecto, donde µ(τ) es la densidad de energía y
P (τ) la presion. Debido a que no hay direcciones espaciales preferenciales en R.W, las
cantidades cinemáticas (4.45), son cero excepto θ = 3 a
′
a2
= 3H el parámetro de expansión
y H es el parámetro de Hubble. Usando las ecuaciones de campo (5.54) con la métrica
de RW, y con el tensor de momento energía de fluido perfecto se llega a las ecuaciones
de evolución del factor de escala, estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de
Friedmann:
H2 +K =
8piG
3
a2µ+ a2
Λ
3
(5.60) H ′ = −4piG
3
a2 (µ+ 3P ) + a2
Λ
3
La conservación de la energía dada por T µν;µ = 0 conduce a:
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(5.61) µ′ + 3H(µ+ P ) = 0
La cantidad H = a
′
a2
conocida como parámetro de Hubble es una cantidad positiva
H > 0 dado que las observaciones demuestran que el universo se esta expandiendo4[92].
Si se desprecia la curvatura y la densidad de energía es dominada por una componente
con w = P
µ
= cte, al insertarla en las ecuaciones de Friedmann se obtiene que:
a ∼ τ 2(1+3w) w = cte 6= 1
a ∼ τ 2 w = 0 polvo
a ∼ τ w = 1
3
radiación
a ∼ exp(Hτ) w = −1 Λ
La velocidad de sonido adiabático viene dada por:
(5.62) c2s =
P ′
µ′
Y junto con la ecuación de conservación, se obtiene:
w′ = 3H(1 + w)(w − c2s)
Donde w = cte, si w = c2s o w = −1.
Se encuentra también una densidad en la cual el universo tiene curvatura cero K = 0,
Λ = 0, dado (5.60) se define la densidad crítica:
µcr =
3H2
8piGa2
El parámetro de energía ΩI es una cantidad importante en cosmología y se define
como fracción de energía de un componente del universo I, respecto a µcr:
ΩI (a) ≡ µI
µcr
=
8piGa2
3H2
µI
Por lo que al sustituir en la ecuación de Friedmann obtenemos una condicion:
∑
I
ΩI(a)− 1 = K
H2
Sus valores hoy son usados como parámetros cosmológicos:
4H0 = 100h kms−1Mpc−1 con h ' 0,72± 0,1
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Ω0I (a = 1) =
8piG
3H20
µ0I
5.4. Perturbaciones en la métrica (R-W) (Perturbations in RW metric)
Ahora se aplicará la teoría de perturbaciones cosmológicas a un problema específico.
Nuestra variedad de background es el espacio de Robertson Walker (R-W) plano, el cual
es un espacio homogéneo e isotrópico, lo cual hace que este sea maximalmente simétrico.
También vamos a trabajar con dimension n = 4. Este espacio lo podemos perturbar de la
siguiente forma:
g = g+ δg
Donde g es la métrica de R.W dada por:
gµν = a(τ)
2
(
−1 0
0 δij
)
Y δg viene dada por las perturbaciones del espacio de R-W. Ahora en componentes
el tensor métrico g viene dado por:
(5.63) g00 = −a(τ)2
(
1 + 2
∞∑
r=1
1
r!
ψ(r)
)
(5.64) goi = a(τ)
2
∞∑
r=1
1
r!
ω
(r)
i
(5.65) gij = a(τ)
2
[(
1− 2
∞∑
r=1
1
r!
φ(r)
)
δij +
∞∑
r=1
1
r!
χ
(r)
ij
]
Donde τ es el tiempo conforme, χ(r) ii = 0
5, las funciones ψ(r), ω(r)i , φ
(r), χ
(r)
ij representan
el r − esimo orden de la perturbación de la métrica.
El tensor métrico contravariante se obtiene al imponer que gαβgβγ = δ γα . A segundo
orden, tenemos:
5Los indices en esta notación son subidos y bajados con δijy δ
ij
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(5.66) g00 = −a(τ)−2
(
1− 2ψ(1) − ψ(2) + 4 (ψ(1))2 − ω(1)iω(1)i )
(5.67) g0i = a(τ)−2
(
ω(1)i +
1
2
ω(2)i + 2
(
φ(1) − ψ(1))ω(1)i − ω(1)kχ(1)ik )
gij = a(τ)−2
((
1 + 2φ(1) + φ(2) + 4
(
φ(1)
)2)
δij − χ(1)ij
)
(5.68) −a(τ)−2
(
1
2
χij(2) + ω(1)iω(1)j + 4φ(1)χ(1)ij − χ(1)ikχ(1)jk
)
Ahora si utilizamos el teorema de Helmholtz el cual dice que si dado un vector que
satisface:
∇ · ~V = s ∇× ~V = ~c
Donde las fuentes se cancelan en el infinito, se puede escribir ~V como la suma de una
parte irrotacional y la otra solenoidal. Entonces vamos a descomponer las funciones de la
siguiente forma:
(5.69) ω(r)i = ∂iω
(r)‖ + ω(r)⊥i
Donde ω(r)⊥i es un vector solenoidal (∂
iω
(r)⊥
i = 0). Lo mismo para la parte espacial:
(5.70) χ(r)ij = Dijχ
(r)‖ + ∂iχ
(r)⊥
j + ∂jχ
(r)⊥
i + χ
(r)>
ij
Donde χ(r)‖ es una función escalar, χ(r)⊥j es un vector solenoidal, ∂
iχ
(r)>
ij = 0 transver-
sal, y Dij ≡ ∂i∂j − 13δij4, además de que sea simétrico6. Los indices latinos van de 1 a
3. También consideremos las perturbaciones en la densidad, presión, velocidad y campo
electromagnético:
(5.71) µ = µ0 +
∞∑
r=1
1
r!
δ(r)µ
6a′ es la derivada respecto a τ , ∂i son derivadas en el 3-espacio y 4 es el laplaciano en la hipersuperficie.
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(5.72) p = p0 +
∞∑
r=1
1
r!
δ(r)p
(5.73) uµ =
1
a
(
δµ0 +
∞∑
r=1
1
r!
vµ(r)
)
(5.74) Bµ =
1
a(τ)2
( ∞∑
r=0
1
r!
Bµ(r)
)
, Eµ =
1
a(τ)2
( ∞∑
r=0
1
r!
Eµ(r)
)
(5.75) jµ =
1
a(τ)
( ∞∑
r=0
1
r!
jµ(r)
)
, jµ = (%, J i)
Donde la 4-velocidad esta sujeta a la condición de normalización uµuµ = −1, también
se tiene que Bµ = (0, Bi), Eµ = (0, Ei). La velocidad vµ es la velocidad peculiar y podemos
dividirla de la siguiente forma:
(5.76) vi(r) = ∂
iv
‖
(r) + v
i
(r)⊥
Donde v0 viene dada por:
uµuµ = u
µuαgαµ = −1 = 1
a2
(
δµ0 +
∞∑
r=1
1
r!
vµ(r)
)
gαµ
(
δα0 +
∞∑
r=1
1
r!
vα(r)
)
Usando entonces (5.63),(5.73) tenemos que a primer orden en r:
(5.77) −1 = −1− 2ψ(1) − 2v0(1) ⇒ v0(1) = −ψ(1)
Y a segundo orden:
(5.78) v0(2) = −ψ(2) + 3ψ2(1) + 2ω(1)i vi(1) + v(1)i vi(1)
Por lo que a segundo orden tenemos:
(5.79) uµ =
[
u0, ui
]
=
1
a
[
1− ψ(1) − ψ
(2)
2
+
3ψ2(1)
2
+ ω
(1)
i v
i
(1) +
v
(1)
i v
i
(1)
2
, vi(1) +
vi(2)
2
]
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Ahora bajando los índices con el tensor métrico, obtenemos:
uµ = [u0, ui] = a
[
−1− ψ(1) − ψ
(2)
2
+
ψ2(1)
2
− v
(1)
i v
i
(1)
2
,
(5.80) ω(1)i − ω(1)i ψ(1) +
ω
(2)
i
2
+ v
(1)
i +
v
(2)
i
2
− 2v(1)i φ(1) + vj(1)χ(1)ij
]
Como se observó en los capítulos anteriores, las transformaciones gauge estaban de-
terminadas por el campo vectorial ξ (3.42)(3.43), entonces escribamos nuevamente este
vector como:
ξ0(r) = α
(r)
(5.81) ξi(r) = ∂
iβ(r) + d(r) i
Con ∂id(r) i = 0. A partir de esta escogencia podemos ver la interpretación de este
vector (a primer orden): la función α(1) determina la escogencias de la hipersuperficie de
tiempo τ constante time-slicing y β, d(1) i seleccionan las coordenadas espaciales dentro
de estas hipersuperficies.
5.4.1. Primer orden (First Order). De (3.40) se sigue que a primer orden la
perturbación del tensor métrico transforma como7:
δg˜µν = δgµν + Lξ1g
(0)
µν
Donde g(0)es la métrica del background. Ahora al usar (3.2) y (5.63),(5.64),(5.65),
tenemos que:
ψ˜(1) = ψ(1) +
1
a
(
aα(1)
)′
ω˜
(1)
i = ω
(1)
i − ∂iα(1) +
(
∂iβ
(1) + d
(1)
i
)′
φ˜(1) = φ(1) − 1
3
4β(1) −Hα(1)
7Donde aqui empezamos a denotar las cantidades en el nuevo gauge con a˜
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χ˜
(1)
ij = χ
(1)
ij + 2Dijβ
(1) + ∂jd
(1)
i + ∂id
(1)
j
Donde las podemos dividir como:
Parte escalar:
ψ˜(1) = ψ(1) +
1
a
(
aα(1)
)′
ω˜(1)‖ = ω(1)‖ − α(1) + β(1)′
φ˜(1) = φ(1) − 1
3
4β(1) −Hα(1)
χ˜(1)‖ = χ(1)‖ + 2β(1)
Parte vectorial:
χ˜
(1)⊥
i = χ
(1)⊥
i + d
(1)
i
ω˜
(1)⊥
i = ω
(1)⊥
i + d
(1)′
i
Parte tensorial:
χ˜
(1)>
ij = χ
(1)>
ij
En donde podemos encontrar los invariantes gauge llamados potenciales de Bardeen:
(5.82) Ψ(1) = ψ(1) +
1
a
(
S ||(1)a
)′
(5.83) Φ(1) = φ(1) +
1
6
∇2χ(1) −HS ||(1)
Con S ||(1) ≡
(
ω||(1) − (χ
||(1))′
2
)
yH = a
′
a . Para las cantidades escalares (5.71),(3.40),(3.2),
y la velocidad (3.2),(3.40),(5.73):
(5.84) δµ˜ = δµ+ µ′(0)α(1)
(5.85) δp˜ = δp+ p′(0)α(1)
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(5.86) v˜0(1) = v
0
(1) −
1
a
(
aα(1)
)′
(5.87) v˜(1)i = v
(1)
i −
(
∂iβ
(1) + d
(1)
i
)′
Parte escalar:
δµ˜ = δµ+ µ′(0)α(1)
δp˜ = δp+ p′(0)α(1)
v˜0(1) = v
0
(1) −
1
a
(
aα(1)
)′
v˜(1)‖ = v(1)‖ − β(1)′
Parte vectorial:
v˜
(1)⊥
i = v
(1)⊥
i −
(
d
(1)
i
)′
(5.88) B˜i(1) = B
i
(1) + α
(1)
((
Bi(0)
)′ − 2Bi(0)H)−Bl(0)∂l (∂iβ(1) + di(1))
(5.89) E˜i(1) = E
i
(1) + α
(1)
((
Ei(0)
)′ − 2Ei(0)H)− El(0)∂l (∂iβ(1) + di(1))
Y obtenemos los invariantes gauge:
(5.90) ∆(1)µ = δµ+ µ
′
(0)S ||(1)
(5.91) ∆(1)P = δP + P
′S ||(1)
(5.92) 4(1) = 4(1)µ,P +
µ′(0)
H
Φ(1)
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(5.93) υ(1) ≡ v(1) +
(
1
2
χ||(1)
)′
Para cantidades vectoriales:
(5.94) υi(1) ≡ vi(1) +
(
χi⊥(1)
)′
(5.95) ϑ(1)i = ω
(1)⊥
i −
(
χ
(1)⊥
i
)′
(5.96) V i(1) ≡ ωi(1) + vi(1)
Las cantidades tensoriales son invariantes gauge por definición:
(5.97) Π˜(1)ij = Π
(1)
ij
El tensor de Einstein a primer orden en términos de cantidades invariantes gauge es
de la forma:
(5.98) δG00 =
2
a2
(
3H
(
HΨ(1) + Φ
′
(1)
)
− ∂k∂kΦ(1) − 3H
(
H2 −H ′)S ||(1))
δGi0 =
2
a2
(
∂i
(
HΨ(1) + Φ
′
(1) +
(
H2 −H ′) 1
2
χ
||′
(1)
)
(5.99) −
(
H2 −H ′ − 1
4
∂k∂
k
)
ϑi(1) −
(
H2 −H ′)χi′(1))
(5.100) δG0i =
2
a2
(
∂i
(
−HΨ(1) − Φ′(1) +
(
H2 −H ′)S ||(1))+ 14∂k∂kϑ(1)i
)
δGij =
2
a2
[[(
H2 + 2H ′
)
Ψ(1) +H
(
Ψ′(1) + 2Φ
′
(1)
)
− 1
2
∂k∂
k
(
Φ(1) −Ψ(1)
)
+Φ′′(1) +
(
H ′′ −HH ′ −H3)S ||(1)] δij + 12∂j∂i (Φ(1) −Ψ(1))− H2 (∂iϑ(1)j + ∂jϑi(1))
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(5.101) −1
4
(
∂iϑ
(1)
j + ∂jϑ
i
(1)
)′
+
H
2
(
χi>j(1)
)′
+
1
4
(
χi>j(1)
)′′ − 1
4
∂k∂kχ
i>
j(1)
]
Las ecuaciones de consevación vienen dadas por:
(5.102) T αβ;α = Tα(f)β;α + Tα(E.M)β;α = 0
(Ver siguiente capítulo la forma explícita del tensor electromagnético). Donde:
(5.103) Tα(E.M)β;α = Fβαj
α
La ecuación de continuidad viene dada por: T α0;α = 0:(
∆(1)
)′
+ 3H
(
∆(1)P + ∆
(1)
)
− 3
(
Φ(1)
)′
(P0 + µ0) + (P0 + µ0)∇2υ(1)
−
((
µ(0)
)′ S ||(1))′ − 3H (P(0) + µ(0))′ S ||(1) + (P0 + µ0)(−12∇2χ(1) + 3HS ||(1)
)′
(5.104) − (P0 + µ0)∇2
(
1
2
χ||(1)
)′
= −a4
(
E
(1)
i J
i
(0) + E
(0)
i J
i
(1)
)
Y la ecuación de Navier-Stokes T αi;α = 0:
(
V(1)i
)′
+
(
µ(0) + P(0)
)′(
µ(0) + P(0)
) V(1)i − 4HV(1)i + ∂iΨ(1) − ∂i
“
∆
(1)
P −(P(0))
′S||
(1)
”
+∂lΠ
(1)l
i(
µ(0) + P(0)
)
(5.105) −∂i 1
a
(
S ||(1)a
)′
=
−a4(
µ(0) + P(0)
) (E(1)i %(0) + ijkJ j(0)B(1)k + E(0)i %(1) + ijkJ j(1)B(0)k )
Hasta aqui hemos escrito el tensor de Einstein y las ecuaciones de conservación a
primer orden en términos de invariantes gauge, sin embargo S ||(1) es la parte que depende
del gauge por lo tanto al estudiar un problema especifico debemos escoger un gauge en
particular. Esto se debe a que el sistema de ecuaciones no es cerrado y por lo tanto
debemos fijar algunas cantidades geométricas [83].
5.4.2. Introducción a Segundo orden. (Second Order. Introduction). Aho-
ra dado que en la mayoria de casos (3.34) es difícil de resolver exactamente, debemos
buscar aproximaciones a la solución en algun orden k. Si hacemos una variación de (3.34)
a primer orden en λ obtenemos que la ecuación viene dada en términos de δgλ y δτλ, pero
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si hacemos la variación dos veces obtenemos que a primer orden λ queda en términos de
δ2gλ y δ2τλ, pero a segundo orden λ2 queda en términos de δgλ y δτλ:
(5.106) L
[
δ2gλ
]
= L
[
δ2τλ
]
+ S [δgλ, δτλ]
Donde los términos a segundo orden son conocidos como término de fuente. Como
veremos en la siguiente sección, en un espacio maximalmente simétrico podemos encontrar
una generalización de las ecuaciones de campo a segundo orden. Al encontrar las ecua-
ciones perturbadas a segundo orden, podemos encontrar una situación similar a la última
ecuación donde el lado izquierdo tenemos las variables geométricas a segundo orden y a
la derecha la parte de materia a segundo orden mas términos acoplados a primer orden
geométricos y de materia tal que su producto sea a segundo orden (ej.δgλδgλ ó δτλδτλ).
Para demostrar esto podemos empezar definiendo una cantidad δ2T [145]:
(5.107) δ2T .= δ2k− 2LX (δk) + L2Xk0
Donde k0 es una variable en el background (ya sea la densidad o el tensor métrico),
δk es la misma variable a primer orden y δ2k es la misma variable a segundo orden. Esta
cantidad se encuentra observando la ley de transformación de las cantidades a segundo
order Eq.(3.41), Ahora si hacemos la diferencia de δ2T en dos campos vectorales X y Y,
utilizando la ultima ecuacion, se encuentra:
(5.108) δ2TY − δ2TX = δ2kY − δ2kX − 2LY
(
δkY
)
+ 2LX
(
δkX
)
+ L2Xk0 − L2Xk0
Y ahora reemplazamos Ec.(3.41) para sustituir el valor de δ2kY − δ2kX, asi que se
obtiene:
δ2kY − δ2kX = 2Lξ1
(
δkX
)
+
(
L2ξ1 + Lξ2
)
k0
(5.109) −2LX+ξ1
(
δkX + Lξ1k0
)
+ 2LX
(
δkX
)
+ L2X+ξ1k0 − L2Xk0
Donde se utilizo Ec.(3.40) y Ec.(3.42). Ahora utilizando el hecho que:
L2X+ξ1k0 = (LXk0 + Lξ1k0)
2 = L2Xk0 + L2ξ1k0 + LXξ1k0 + Lξ1Xk0
Se tiene que:
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(5.110) δ2TY − δ2TX = Lσk0
Con:
(5.111) σ
.
= ξ2 + [ξ1,X]
Si comparamos Ec.(5.110) con Ec.(3.40), encontramos que son similares pero en este
caso se tiene que ξ1 → σ, aqui observamos que σ tiene una parte que depende del campo
vectorial a segundo orden ξ2 (parte invariante) y otra que depende del gauge X8. Por
lo tanto podemos hacer la generalización de perturbaciones de primer a segundo orden,
solamente que en este último aparecen acoples de variables perturbadas a primer orden
[146, 147].
5.4.2.1. Ecuaciones a segundo orden (Second order equations). A segundo orden ten-
emos dado (3.41) que:
(5.112) δ2g˜µν = δ
2gµν + 2Lξ1δgµν + L
2
ξ1
g(0)µν + Lξ2g
(0)
µν
Se obtiene la transformación de las variables de perturbación:
ψ˜(2) = ψ(2) + α′(2) +Hα(2) +
{
2α(1) ′
(
2ψ(1) + α
′
(1)
)
+α(1)
[
2
(
ψ′(1) + 2Hψ(1)
)
+ α′′(1) + 5Hα
′
(1) +
(
a′′
a
+H2
)
α(1)
]
(5.113) +ξi(1)
(
2∂iψ
(1) + ∂iα
(1) ′ +H∂iα(1)
)
+ ξi ′(1)
(
∂iα
(1) − ξ(1) ′i − 2ω(1)i
)}
El cual lo podemos descomponer como [147]:
(5.114) ψ˜(2) = ψ(2) + α′(2) +Hα(2) + Tψ
Donde Tψ es la parte dentro de los corchetes de (5.113). Se observa por lo tanto que
las cantidades a segundo orden pueden ser divididas como una parte a segundo orden que
8Este tratamiento es válido si estos campos vectoriales están definidos en la variedad y probar además
la existencia de funciones de Green definidas en el espacio para poder garantizar la correspondencia
uno a uno del conjunto de variables geométricas, es decir este tratamiento es elaborado en un espacio
maximalmente simétrico[145].
5.4. PERTURBACIONES EN LA MÉTRICA (R-W) (PERTURBATIONS IN RW METRIC) 67
tiene la misma forma funcional que las transformaciones a primer orden, mas otra parte
que depende de acoples a primer orden[146]. Así que hacemos lo mismo para las otras
variables:
ω˜
(2)
i = ω
(2)
i − ∂iα(2) + ξ(2) ′i +
{−4ψ(1)∂iα(1)
+α(1)
[
2
(
ω
(1) ′
i + 2Hω
(1)
i
)
− ∂iα(1) ′ + ξ(1) ′′i − 4H
(
∂iα
(1) ′ − ξ(1) ′i
)]
+ξj(1)
(
2∂jω
(1)
i − ∂i∂jα(1) + ∂jξ(1) ′i
)
+ α′(1)
(
2ω
(1)
i − 3∂iα(1) + ξ(1) ′i
)
(5.115) +∂iξ
j
(1)
(
2ω
(1)
j − ∂jα(1)
)
+ ξj ′(1)
(
−4φ(1)δij + 2χ(1)ij + 2∂iξ(1)j + ∂jξ(1)i
)}
Haciendo la descomposición anterior:
(5.116) ω˜(2)i = ω
(2)
i − ∂iα(2) + ξ(2) ′i + Tω
Donde Tω son los términos que se encuentran dentro del corchete de (5.115).
φ˜(2) = φ(2) −Hα(2) − 1
3
∇2β(2) +
{
α(1)
[
2
(
φ′(1) + 2Hφ(1)
)− (a′′
a
+H2
)
α(1) −Hα′(1)
]
−1
3
(−4φ(1) + α(1)∂0 + ξi(1)∂i + 4Hα(1))∇2β(1) − 13 (2ωi(1) − αi(1) + ξi ′(1)) ∂iα(1)
(5.117) +ξi(1)
(
2∂iφ
(1) −H∂iα(1)
)− 1
3
(
2χ
(1)
ij + ∂jξ
(1)
i + ∂iξ
(1)
j
)}
Nuevamente tenemos que:
(5.118) φ˜(2) = φ(2) −Hα(2) − 1
3
∇2β(2) + Tφ
Donde Tφ son términos dentro del corchete de (5.117).
χ˜
(2)
ij = χ
(2)
ij + 2
(
∂(jd
(2)
i) +Dijβ(2)
)
+
{
2
(
χ
(1) ′
ij + 2Hχ
(1)
ij
)
α(1) + 2∂kχ
(1)
ij ξ
k
(1)
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+2
(
4Hα(1) + ξ
k
(1)∂k + α(1)∂0 − 4φ(1)
) (
∂(jd
(1)
i) +Dijβ(1)
)
+2
((
2ω
(1)
(i − ∂(iα(1) + ξ(1) ′(i
)
∂j)α
(1) − 1
3
δij
(
2ωk(1) − ∂kα(1) + ξk ′(1)
)
∂kα
(1)
)
(5.119) +2
((
2χ
(1)
(ik + ξ
(1)
k,(i + ∂kξ
(1)
(i
)
∂j)ξ
(1)k − 1
3
δij
(
2χ
(1)
lk + ∂lξ
(1)
k + ∂kξ
(1)
l
)
∂lξk(1)
)}
Teniendo que:
(5.120) χ˜(2)ij = χ
(2)
ij + 2
(
∂(jd
(2)
i) +Dijβ(2)
)
+ Tχ
Donde Tχ son términos dentro del corchete de (5.119).
Ahora para la densidad de energía tenemos lo siguiente:
δ(2)µ˜ = δ(2)µ+
(
Lξ(2) + L
2
ξ(1)
)
µ(0) + 2Lξ(1)δµ
Por lo tanto se obtiene:
δ(2)µ˜ = δ(2)µ+ µ′(0)α(2) +
{
α(1)
(
µ′′(0)α(1) + µ
′
(0)α
′
(1) + 2δµ
′)
(5.121) +ξi(1)
(
µ′(0)∂iα
(1) + 2∂iδµ
)}
Quedando como:
(5.122) δ(2)µ˜ = δ(2)µ+ µ′(0)α(2) + Tµ
Donde Tµ es el término en el corchete de la (5.121).
δ(2)p˜ = δ(2)p+ p′(0)α(2) +
{
α(1)
(
p′′(0)α(1) + p
′
(0)α
′
(1) + 2δp
′)
(5.123) +ξi(1)
(
p′(0)∂iα
(1) + 2∂iδp
)}
Quedando:
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(5.124) δ(2)p˜ = δ(2)p+ p′(0)α(2) + TP
Donde TP son los términos ubicados dentro del corchete de (5.123).
Para la 4-velocidad se tiene nuevamente con la condición uαuα = −1:
δ(2)u˜α = δ(2)uα +
(
Lξ(2) + L
2
ξ(1)
)
uα(0) + 2Lξ(1)δu
α
En este caso para cualquier campo vectorial podemos encontrar dicha transformación
como:
δ(2)Ξ˜µ = δ(2)Ξµ + ∂νΞ
µξν(2) − Ξν∂νξµ(2)
−2∂νΞλ∂λξµ(1)ξν(1) − Ξν∂ν∂λξµ(1)ξλ(1) + Ξν∂νξλ(1)∂λξµ(1) + 2∂νδ(1)Ξµξν
(5.125) +ξλ(1)
(
∂ν∂λΞ
µξν(1) + ∂νΞ
µ∂λξ
ν
(1)
)− 2δ(1)Ξν∂νξµ
Por lo tanto se obtiene:
v˜0(2) = v
0
(2) −Hα(2) − α′(2) +
{
α(1)
(
2
(
v0′(1) −Hv0(1)
)
+
(
2H2 − a
′′
a
)
α(1) +Hα
′
(1) − α′′(1)
)
(5.126) +ξi(1)
(
2∂iv
0
(1) −H∂iα(1) − ∂iα(1)′
)
+ α′(1)
(
α′(1) − 2v0(1)
)− 2∂iα(1)vi(1) + ∂iα(1)ξi′(1)}
Quedando:
(5.127) v˜0(2) = v
0
(2) −Hα(2) − α′(2) + Tvo
Donde Tvo son los términos dentro del corchete de la (5.126).
v˜i(2) = v
i
(2) − ∂iβ′(2) − di′(2) +
{
α(1)
(
2
(
vi′(1) −Hvi(1)
)− (ξi′′(1) − 2Hξi′(1)))
(5.128) +ξj(1)
(
2∂jv
i
(1) − ∂jξi′(1)
)− ∂jξi(1) (2vj(1) − ξj′(1))+ (2ψ(1) + α′(1))}
Con:
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(5.129) v˜i(2) = v
i
(2) − ∂iβ′(2) − di′(2) + Tvi
Donde Tvi son los términos dentro del corchete de (5.128).
Por último:
(5.130) Π˜(2)ij = Π
(2)
ij + TΠ
Con:
TΠ = 2Π(1) ′ij α(1)+2∂lΠ(1)ij
(
∂iβ(1) + d
i
(1)
)−2Π(1)lj (∂l∂iβ(1) + ∂idl(1))−2Π(1)il (∂l∂jβ(1) + ∂jdl(1))
Donde Π(1)ij ≡ Π(1)flij + Π(1)EMij . Para el campo magnético, se tiene a segundo orden lo
siguiente:
B˜i(2) = B
i
(2) + α
(2)
((
Bi(0)
)′ − 2Bi(0)H)−Bl(0)∂l (∂iβ(2) + di(2))
+
{(
α(1)
)′
α(1)
((
Bi(0)
)′ − 2Bi(0)H)+ (α(1))2((Bi(0))′′ + 2Bi(0)(3H2 − a′′a
))
+∂lα
(1)
(
∂lβ(1) + d
l
(1)
) ((
Bi(0)
)′ − 2Bi(0)H)− 2α(1)∂j (∂lβ(1) + dl(1))((Bj(0))′ − 2Bj(0)H)
−α(1)
Bj(0)
a2
∂j
(
∂iβ(1) + d
i
(1)
)′ − Bj(0)
a2
(
∂lβ(1) + d
l
(1)
)
∂j∂l
(
∂iβ(1) + d
i
(1)
)
+∂jα
(1)
(
∂iβ(1) + d
i
(1)
)′ Bj(0)
a2
+
Bj(0)
a2
∂l
(
∂iβ(1) + d
i
(1)
)
∂j
(
∂lβ(1) + d
l
(1)
)
(5.131) +2α(1)
((
Bi(1)
)′ − 2Bi(1)H)− 2Bj(1)a2 ∂j (∂iβ(1) + di(1))+ 2∂lB
i
(1)
a2
(
∂lβ(1) + d
l
(1)
)}
Donde podemos escribirlo de la siguiente forma:
(5.132) B˜i(2) = B
i
(2) + α
(2)
((
Bi(0)
)′ − 2Bi(0)H)−Bl(0)∂l (∂iβ(2) + di(2))+ TB
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Donde TB son los terminos dentro de los corchetes de (5.131).
Similar se tiene para el campo eléctrico:
(5.133) E˜i(2) = E
i
(2) + α
(2)
((
Ei(0)
)′ − 2Ei(0)H)− El(0)∂l (∂iβ(2) + di(2))+ TE
Los invariantes gauge se encuentran de la misma forma que a primer orden pero esta
vez se observa términos que dependen de acoples o productos de variables a primer orden.
Por lo tanto se encuentra:
(5.134) Ψ(2) ≡ ψ(2) + 1
a
(
S ||(2)a
)′
+ T (Ψ(1)O(1))
(5.135) Φ(2) ≡ φ(2) + 1
6
∇2χ(2) −HS ||(2) + T (Φ(1)O(1))
(5.136) ∆(2) ≡ µ(2) +
(
µ(0)
)′ S ||(2) + T (∆(1)O(1))
(5.137) υ(2) ≡ v(2) +
(
1
2
χ||(2)
)′
+ T (υ(2)O(1))
Donde T (Ψ(1)O(1)) son términos que surgen debido a las fuentes o a los acoples que aparecen
en las transformaciones de las variables a segundo orden. Para modos escalares con S ||(2) ≡(
ω||(2) − (χ
||(2))′
2
)
+ T (S ||(1)O(1)) . Y para los modos vectoriales:
(5.138) υi(2) ≡ vi(2) +
(
χi⊥(2)
)′
+ T (υi(1)O(1))
(5.139) ϑ(2)i ≡ ω(2)i −
(
χ
⊥(2)
i
)′
+ T (ϑ(1)i O(1))
(5.140) V i(2) ≡ ωi(2) + vi(2) + T (V i(1)O(1))
(5.141) Bi(2) ≡ Bi(2) +
2
a2
Bj(1)∂jχ
i
(1)⊥ −
2
a2
∂lB
i
(1)χ
l
(1)⊥
(5.142) E i(2) ≡ Ei(2) +
2
a2
Ej(1)∂jχ
i
(1)⊥ −
2
a2
∂lE
i
(1)χ
l
(1)⊥
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(5.143) 4(2)% ≡ %(2) + T (%(1)O(1))
(5.144) J i(2) ≡ J i(2) + T (J i(1)O(1))
(5.145) Π(2)t∗ij ≡ Π(2)fij + Π(2)EMij + T (Π(1)tij O(1))
El tensor de Einstein es escrito entonces en términos de invariantes gauge a segundo
orden de la siguiente forma:
(5.146) δ(2)G00 =
2
a2
(
3H
(
HΨ(2) + Φ
′
(2)
)
− ∂k∂kΦ(2) − 3H
(
H2 −H ′)S ||(2) + S (δG00))
δ(2)Gi0 =
2
a2
(
∂i
(
HΨ(2) + Φ
′
(2) +
(
H2 −H ′) 1
2
χ
||′
(2)
)
(5.147) −
(
H2 −H ′ − 1
4
∂k∂
k
)
ϑi(2) −
(
H2 −H ′)χi′(2) + S (δGi0))
(5.148) δ(2)G0i =
2
a2
(
∂i
(
−HΨ(2) − Φ′(2) +
(
H2 −H ′)S ||(2))+ 14∂k∂kϑ(2)i + S (δG0i)
)
δ(2)Gij =
2
a2
[[(
H2 + 2H ′
)
Ψ(2) +H
(
Ψ′(2) + 2Φ
′
(2)
)
− 1
2
∂k∂
k
(
Φ(2) −Ψ(2)
)
+ Φ′′(2)
+
(
H ′′ −HH ′ −H3)S ||(2) + S (δG · δij)] δij + 12∂j∂i (Φ(2) −Ψ(2))− H2 (∂iϑ(2)j + ∂jϑi(2))
(5.149) −1
4
(
∂iϑ
(2)
j + ∂jϑ
i
(2)
)′
+
H
2
(
χi>j(2)
)′
+
1
4
(
χi>j(2)
)′′
− 1
4
∂k∂kχ
i>
j(2) + S
(
δGij
)]
Para las ecuaciones de conservación tenemos lo siguiente, para la ecuación de continuidad
T α0;α = 0: (
∆(2)
)′
+ 3H
(
∆(2)P + ∆
(2)
)
− 3
(
Φ(2)
)′
(P0 + µ0) + (P0 + µ0)∇2υ(2)
(5.150) −SC
(
S ||(1),∇2χ(1), T (∆(1), ϑ
(1)
l , υ
l
(1))
)
= −a4
(
1
2
E
(2)
i J
i
(0) +
1
2
E
(0)
i J
i
(2) + 2E
(1)
i J
i
(1)
)
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La ecuación Navier-Stokes T αi;α = 0:
(
V(2)i
)′
+
(
µ(0) + P(0)
)′(
µ(0) + P(0)
) V(2)i − 4HV(2)i + ∂iΨ(2) − ∂i∆(2)P +∂lΠ(2)l∗i(µ(0) + P(0)) − SN.S
(
S ||(1),∇2χ(1), T (∆(1), ϑ(1)l , υl(1))
)
(5.151) =
a4(
µ(0) + P(0)
) (2E(1)i %(1) + 2ijkJj(1)B(1)k + E(2)i %(0) + ijkJj(0)B(2)k +E(0)i %(2) + ijkJ i(2)B0k)
En este procedimiento a segundo orden encontramos que las ecuaciones vienen es-
critas en términos de cantidades invariantes gauge y términos que dependen del mismo.
Términos tales como TB en las ecuaciones de transformación, términos encontrados en las
cantidades invariantes gauge como son T (Ψ(1)O(1)), y términos que son combinaciones
de estos últimos encontrados en las ecuaciones de campo expresados como S
(
δGij
)
y
S ||(2) y leyes de conservación SN.S
(
S ||(1),∇2χ(1), T (∆(1), ϑ(1)l , υl(1))
)
, son términos los cuales
debemos fijar, así que debemos escoger gauges de tal manera que el sistema no quede
sobredeterminado, de la misma manera como ocurre a primer orden [147].
5.5. Shear y Vorticidad a Segundo Orden (Shear and Vorticity to Second
Order)
Ahora la vorticidad y el shear vienen dados por9:
(5.152) $µν = h
α
[µh
β
ν]uα;β
(5.153) σµν =
(
hα(µh
β
ν) −
1
3
hµνh
αβ
)
uα;β
Donde hµν = gµν +uµuν , es el proyector en el espacio del fluido en reposo, y $αβuβ =
0 = σαβu
β.
Ahora vamos a calcular cada uno de los términos espaciales, entonces tenemos que el
primer término es:
hαi h
β
j uα;β =
(
δαi δ
β
j + u
αuiδ
β
j + u
βujδ
α
i + u
αuiuju
β
)
uα;β
hαj h
β
i uα;β =
(
δαj δ
β
i + u
αujδ
β
i + u
βuiδ
α
j + u
αujuiu
β
)
uα;β
Por lo tanto la vorticidad es calculada de la siguiente forma:
9[.] indica antisimétrico y (.) indica simétrico
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$ij =
1
2
(
ui;j − uj;i + uαuiuα;j − uαujuα;i + uβujui;β − uβuiuj;β
)
Los dos primeros términos de la anterior expresion viene dada por:
(5.154) ui;j − uj;i = ∂jui − Γ0iju0 − Γkijuk − ∂iuj + Γ0jiu0 + Γkjiuk = ui,j − uj,i
El término: uβujui;β = u0ujui;0 + ukujui;k, viene dado por:
[
ω
(1)
j − 2ω(1)j ψ(1) +
ω
(2)
j
2
+ v
(1)
j +
v
(2)
j
2
− 2v(1)j φ(1) + vl(1)χ(1)lj − ψ(1)v(1)j
] [
∂0ui − δΓ00iu0 − Γk0iuk
]
+
[
ω
(1)
j v
k
(1) + v
(1)
j v
k
(1)
] [−Γ0iku0]
Obteniendo:
(5.155)
[
ω
(1)
j + v
(1)
j
] [
aω˙
(1)
i + av˙
(1)
i + a˙ω
(1)
i + a∂iψ
(1)
]
+
[
ω
(1)
j v
(1)
i + v
(1)
j v
(1)
i
]
a˙
El término que le sigue a la ecuación de vorticidad uαuiuα;j = u0uiu0;j + ukuiuk;j, es
nulo debido a:
[
ω
(1)
i − 2ω(1)i ψ(1) +
ω
(2)
i
2
+ v
(1)
i +
v
(2)
i
2
− 2v(1)i φ(1) + vj(1)χ(1)ij − ψ(1)v(1)i
] [
∂ju0 − δΓ00ju0 − Γk0juk
]
+
[
ω
(1)
i v
k
(1) + v
(1)
i v
k
(1)
] [−Γ0kju0]
(5.156) = −a˙v(1)j v(1)i − a˙ω(1)i v(1)j + a˙v(1)j v(1)i + a˙ω(1)i v(1)j = 0
El último término viene dado por:
uαuiuju
βuα;β = u
0uiuju
0u0;0 + u
0uiuju
ku0;k + u
luiuju
kul;k + u
luiuju
0ul;0
=
[
ω
(1)
i + v
(1)
i
] [
ω
(1)
j + v
(1)
j
] [−Γ000u0]
Obteniendo lo siguiente:
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(5.157) = a˙
(
ω
(1)
j ω
(1)
i + v
(1)
j ω
(1)
i + v
(1)
i ω
(1)
j + v
(1)
i v
(1)
j
)
Por lo tanto se tiene que la vorticidad viene dada por:
$ij =
a
2
[
2∂[jω
(1)
i] + 2∂[j v
(1)
i] + ∂[jω
(2)
i] + 2ψ
(1)∂[iω
(1)
j] + 2ω[j ∂
(1)
i] ψ
(1)
+∂[j v
(2)
i] + 4φ
(1)∂[iv
(1)
j] + 4v
(1)
[j ∂ i]φ
(1) + 2vl(1)∂[jχ
(1)
i]l + 2χ
(1)
l[i ∂ j]v
l
(1)
+2∂[iψ
(1)ω
(1)
j] + 2ω
(1)
[j ω
(1)′
i] + 2v
(1)
[j ω
(1)′
i] + 2v
(1)′
[i ω
(1)
j] + 2v
(1)′
[i v
(1)
j]
(5.158) +2∂[iψ
(1)v
(1)
j] + 2Hω
(1)
[i ω
(1)
j] + 2Hv
(1)
[i v
(1)
j]
]
Para el shear obtenemos lo siguiente:
σij =
1
2
(
ui;j + uj;i + u
αuiuα;j + u
αujuα;i + u
βujui;β + u
βuiuj;β
)
(5.159) −1
3
(
(gij + uiuj) g
αβuα;β + giju
αuβuα;β
)
+
2
3
uαuiuju
βuα;β
Para el primer término se tiene lo siguiente:
σ#1ij =
a
2
[
2∂(jω
(1)
i) + 2∂(j v
(1)
i) + ∂(jω
(2)
i) + 2ψ
(1)∂(iω
(1)
j) + 2ω(j ∂
(1)
i) ψ
(1)
+∂(j v
(2)
i) + 4φ
(1)∂(iv
(1)
j) + 4v
(1)
(j ∂ i)φ
(1) + 2vl(1)∂(jχ
(1)
i)l + 2χ
(1)
l(i ∂ j)v
l
(1)
+2∂(iψ
(1)ω
(1)
j) + 2ω
(1)
(j ω
(1)′
i) + 2v
(1)
(j ω
(1)′
i) + 2v
(1)′
(i ω
(1)
j) + 2v
(1)′
(i v
(1)
j)
(5.160) +2∂(iψ
(1)v
(1)
j) + 2Hω
(1)
(i ω
(1)
j) + 2Hv
(1)
(i v
(1)
j) + 4Hv
(1)
(i ω
(1)
j)
]
Para el tercer término se tiene lo siguiente:
(5.161) σ#3ij =
2a
3
H
(
ω
(1)
j ω
(1)
i + v
(1)
j ω
(1)
i + v
(1)
i ω
(1)
j + v
(1)
i v
(1)
j
)
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Para el segundo término se tiene lo siguiente:
(5.162) σ#2ij = −
1
3
(
(gij + uiuj) g
αβuα;β + giju
αuβuα;β
)
Asi que el término (5.162) es de la forma:
−1
3
(gij + uiuj)u
β
;β =
(5.163)
−a
2
3
(
δij − 2φ(1)δij + χ(1)ij − φ(2)δij +
χ
(2)
ij
2
+ ω
(1)
i ω
(1)
j + v
(1)
j ω
(1)
i + v
(1)
i ω
(1)
j + v
(1)
j v
(1)
i
)
uβ;β
Donde la expansión del fluido uβ;β viene dada por:
uβ;β =
1
a

(
v
(1)
l v
l
(1)
)′
2
+ ω
(1)
k
(
ωk(1)
)′
+
(
v
(1)
k ω
k
(1)
)′
+ v
(1)
k ∂
k
(1)ψ + v
(1)k
,k
+
v
(2)k
,k
2
− 3vk(1)∂kφ(1) + 3
(
H
(
1− ψ(1))− (φ(1))′ + 3
2
Hψ2(1) −
ψ(2)
2
− 1
2
φ(2)
)
(5.164) +Hv(1)l v
l
(1) −
χkm(1)
(
χ
(1)
km
)′
2
− ωi(1)∂i
(
φ(1) − ψ(1))+ 2Hωi(1)v(1)i

Esta última ecuación es muy importante, en el background vemos que uβ;β =
3H
a
el
cual es muy conocido en la literatura, sin embargo en un universo perturbado, el factor
de expansión depende no sólo de los potenciales sino también de la vorticidad y de las
velocidades peculiares de la materia. Y el otro término es de la forma:
−1
3
giju
αuβuα;β =
−a
3
δij
−(v(1)l vl(1)
2
)′
+ ωk(1)
(
ω
(1)
k
)′
− ω(1)k
(
ωk(1)
)′ − v(1)k (ωk(1))′ −Hωk(1)v(1)k
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(5.165) −v(1)k ∂k(1)ψ + vk(1)∂(1)k ψ + vk(1)
(
ω
(1)
k
)′
+ vk(1)
(
v
(1)
k
)′
−Hvk(1)
(
v
(1)
k − ω(1)k
))]
Por lo tanto el shear lo obtenemos como la suma de las ecuaciones (5.160),(5.161),(5.162).
La vorticidad y el shear nos dan cuenta que tanto afecta las perturbaciones a la
evolución del flujo de materia que esta contenida en el universo, también nos da un
grado de la anisotropía que produce las variaciones del campo de materia a la evolución
misma del universo (por ejemplo en la expansión), dichas expresiones son muy importantes
para deducir ecuaciones de evolución de la materia y de la expansión y fueron deducidas
teniendo en cuenta todas las perturbaciones de la métrica, en general se pueden trabajar
con solo perturbaciones métricas o perturbaciones a segundo orden en campos vectoriales.
Si hacemos estas suposiciones podemos encontrar un resultado análogo con los autores
de[148].

CAPíTULO 6
Tensor electromagnético(Electromagnetic Tensor)
En este capítulo se deduce el tensor momento energía total de nuestro modelo el cual incluye
el tensor momento energía para un fluido perfecto Tαβ(fl), y el tensor momento energía electromag-
nético Tαβ(em).
El tensor momento energía electromagnético viene dado por:
(6.166) Tαβ(em) =
1
4pi
[
FαµF βνgµν − 14g
αβ
(
F δωF σgδσgω
)]
Con el tensor electromagnético contravariante definido por:
(6.167) Fµν =
1
a2 (η)

0 Ex Ey Ez
−Ex 0 Bz −By
−Ey −Bz 0 Bx
−Ez By −Bx 0

Y el tensor electromagnético covariante definido por:
(6.168) Fµν = a2 (η)

0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx
Ez By −Bx 0

Donde observamos que:
(6.169) F 0i =
1
a2
Ei, F ij =
1
a2
ijkBk
(6.170) Fi0 = a2Ei, Fij = a2ijkBk
En el espacio plano podemos encontrar un invariante relativista F2 dado por:
(6.171) F2 ≡ F δωF σgδσgω
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Y en el caso de un espacio general podemos encontrar F2 como:
F2 = F 0lF 0ig00gli + F 0lF i0g0igl0 + F 0lF ijg0iglj
+F l0F 0igl0g0i + F l0F i0glig00 + F l0F ijglig0j
(6.172) +F lmF 0igl0gmi + F lmF i0gligm0 + F lmF ijgligmj
Al sustituir el tensor métrico en la anterior ecuación se encuentra lo siguiente:
F2 =
1
a4
(
ElEig00gli − ElEig0igl0 + ElijkBkg0iglj − ElEigl0g0i + ElEiglig00
(6.173) −ElijkBkglig0j +BklmkEigl0gmi −BkEilmkgligm0 + lmkijsBkBsgligmj
)
Por propiedades de simetría encontramos que:
(6.174) F2 =
1
a4
(
2ElEig00gli − 2ElEig0igl0 + 4ElijkBkg0iglj + lmkijsBkBsgligmj
)
Ahora haciendo una teoría de perturbaciones en el campo eléctrico y magnético obtenemos:
(6.175) Ei =
1
a(τ)2
(
Ei(0) +
∞∑
r=1
1
r!
Ei(r)
)
Bi =
1
a(τ)2
(
Bi(0) +
∞∑
r=1
1
r!
Bi(r)
)
(6.176) Ei = a(τ)2
(
E
(0)
i +
∞∑
r=1
1
r!
E
(r)
i
)
Bi = a(τ)2
(
B
(0)
i +
∞∑
r=1
1
r!
B
(r)
i
)
El producto de los campos a segundo orden queda de la siguiente manera:
EiEl =
(
Ei(0)E
l
(0) + δE
iEl(0) +
δ2Ei
2
El(0) + E
i
(0)δE
l + δEiδEl + Ei(0)
δ2El
2
)
Por lo tanto sustituyendo en (6.300), tenemos que F2 a orden cero, uno y dos vienen dados
por:
Para orden cero:
(6.177) F2 = −2
(
Ei(0)E
(0)
i −Bi(0)B(0)i
)
A primer orden:
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F2(1) = −2
[
Ei(0)E
l
(0)
(
−2φ(1)δli + χ(1)li + 2ψ(1)δli
)
−1
2
Bk(0)B
s
(0)
lmkijs
(
−4φ(1)δliδmj + δmjχ(1)li + δliχ(1)mj
)
(6.178) +2Ei(0)E
(1)
i − 2Bs(0)B(1)s − 2ijkE(0)j Bk(0)ω(1)i
]
A segundo orden:
F2(2) = −2
[
Ei(0)E
l
(0)
(
−φ(2)δli +
χ
(2)
li
2
− 4ψ(1)φ(1)δli +2ψ(1)χ(1)li + ψ(2)δli + ω(1)i ω(1)l
)
−1
2
Bk(0)B
s
(0)
lmkijs
((
4
(
φ(1)
)2 − 2φ(2)) δliδmj − 2φ(1)δmjχ(1)li + δmj χ(2)li2 − 2φ(1)δliχ(1)mj
+χ(1)li χ
(1)
mj +
χ
(2)
mj
2
δli
)
+
(
Ei(0)δE
l + El(0)δE
i
)(
−2φ(1)δli + χ(1)li + 2ψ(1)δli
)
−1
2
lmkijs
(
Bs(0)δB
k +Bk(0)δB
s
)(
−4φ(1)δliδmj + χ(1)li δmj + χ(1)mjδli
)
+δli
(
δElδEi +
δ2Ei
2
El(0) +
δ2El
2
Ei(0)
)
− 1
2
lmkijsδliδmj
(
δBsδBk +
δ2Bs
2
Bk(0) +
δ2Bk
2
Bs(0)
)
(6.179)
−2ijkEl(0)Bk(0)
(
−2φ(1)δljω(1)i + χ(1)lj ω(1)i +
ω
(2)
i
2
δlj
)
− 2ijkω(1)i δlj
(
Bk(0)δE
l + El(0)δB
k
)]
Ahora vamos a escribir las componentes que encontramos en términos del tensor momento
energía Tαβ , para esto sabemos que:
T 00 = T
0βgβ0 = T 00g00 + T 0igi0
T 0i = T
0βgβi = T 00g0i + T 0lgli
T i0 = T
iβgβ0 = T i0g00 + T ilgl0
(6.180) T ik = T
iβgβk = T i0g0k + T ilglk
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Utilizando lo encontrado en el apéndice para Tαβ , entonces tenemos lo siguiente para la
componente T 0(em) 0.
En el límite cuando no hay perturbaciones, tenemos lo siguiente:
(6.181) T 00 = −
1
8pi
(
E2 +B2
)
(6.182) T i0 =
1
4pi
(E ×B)i , T 0i =
1
4pi
(E ×B)i
(6.183) T il =
1
3
1
8pi
(
E2 +B2
)
δil +
1
4pi
(
−BiBl − EiEl + 13
(
E2 +B2
)
δil
)
A primer orden obtenemos lo siguiente, para Tα(1em) β se obtiene:
T 0(1em) 0 = −
1
4pi
[
Ei(0)E
l
(0)
(
χ
(1)
li + 2
(
ψ(1) − φ(1)
)
δli
)
(6.184) +2Ei(1)E
(0)
i − ikmE(0)k Bm(0)ω(1)i +
1
4
F2(1)
]
Para la componente T i(1em) 0:
T i(1em) 0 =
1
4pi
[
−El(0)Bs(0)iks
(
−2φ(1)δlk + χ(1)lk + 2ψ(1)δlk
)
(6.185) +Bn(0)B
m
(0)
ijnlsmδjsω
(1)
l − ikm
(
δElBm(0) + E
l
(0)δB
m
)
δlk
]
Para la componente T 0(1em) i:
T 0(1em) i =
1
4pi
[
2Es(0)E
l
(0)
(
δs[lω
(1)
i]
)
+ El(0)B
m
(0)
skm
(
−4φ(1)δlkδsi + χ(1)lk δsi + δlkχ(1)si
)
(6.186) +skm
(
δElBm(0) + E
l
(0)δB
m
)
δlkδsi
]
Para la componente T i(1em) l:
T i(1em) l =
1
4pi
[
1
3
[(
−4Bn(0)Bm(0)φ(1) +
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
))
δnm −14F
2
(1)
]
δil
−
(
−4φ(1)Bn(0)Bm(0) +
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
))
δimδnl
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−Ei(0)Ek(0)
(
2ψ(1)δlk − 2φ(1)δlk + χ(1)lk
)
+Bn(0)B
m
(0)
ijnksm
(
δjsχ
(1)
lk + δlkχ
(1)
js
)
−
(
δEiEk(0) + E
i
(0)δE
k
)
δlk −
(
Ei(0)B
s
(0)
kjs + Ek(0)B
s
(0)
ijs
)
ω
(1)
j δlk
(6.187)
+
2
3
[(
−4Bn(0)Bm(0)φ(1) +
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
))
δnm −14F
2
(1)
]
δil +E
s
(0)B
m
(0)
ikmδskω
(1)
l
]
Para segundo orden Tα(2em) β se obtuvó lo siguiente:
T 0(2em) 0 = −
1
4pi
[
Ei(0)E
l
(0)
(
−φ(2)δli +
χ
(2)
li
2
− 4ψ(1)φ(1)δli + 2ψ(1)χ(1)li + ψ(2)δli + ω(1)l ω(1)i
)
+
(
δEiEl(0) + E
i
(0)δE
l
)(
−2φ(1)δli + χ(1)li + 2ψ(1)δli
)
+
(
δEiδEl +
δ2Ei
2
El(0) + E
i
(0)
δ2El
2
)
δli
(6.188)
−
(
δBmEl(0) +B
m
(0)δE
l
)
ikmω
(1)
i δlk − El(0)Bm(0)ikm
(
−2φ(1)ω(1)i δlk + χ(1)lk ω(1)i +
ω
(2)
i
2
δlk
)
+
1
4
F2(2)
]
Para la componente T i(2em) 0:
T i(2em) 0 =
1
4pi
[
−El(0)Bs(0)iks
((
ψ(2) − φ(2)
)
δlk +
χ
(2)
lk
2
− 4ψ(1)φ(1)δlk + 2ψ(1)χ(1)lk
)
−
(
Ei(0)B
s
(0)
ljs +Bs(0)E
l
(0)
ijs
)
ω
(1)
j ω
(1)
l +B
n
(0)B
m
(0)
ijnlsm
(
−2φ(1)δjsω(1)l + χ(1)js ω(1)l +
ω
(2)
l
2
δjs
)
(6.189)
+ijnlsm
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
)
δsjω
(1)
l − ikm
(
δElBm(0) + E
l
(0)δB
m
)((
−2φ(1) + 2ψ(1)
)
δlk + χ
(1)
lk
)]
Para la componente T 0(2em) i:
T 0(2em) i =
1
4pi
[
2Es(0)E
l
(0)
(
−2φ(1)δs[lω(1)i] +
1
2
δs[lω
(2)
i] + χ
(1)
s[l ω
(1)
i]
)
+ 2
(
δEsEl(0) + E
s
(0)δE
l
)(
δs[lω
(1)
i]
)
+El(0)B
m
(0)
skm
((
4
(
φ(1)
)2 − 2φ(2)) δlkδsi − 2χ(1)lk φ(1)δsi + χ(2)lk2 δsi − 2φ(1)δlkχ(1)si + χ(1)si χ(1)lk + χ
(2)
si
2
δlk
)
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+skm
(
δElBm(0) + E
l
(0)δB
m
)(
−4φ(1)δlkδsi + χ(1)lk δsi + χ(1)si δlk
)
(6.190) +
(
δBmδEl +
δ2El
2
Bm(0) + E
l
(0)
δ2Bm
2
)
skmδlkδsi
]
Para la componente T i(2em) l:
T i(2em) l =
1
4pi
[
1
3
[(
Bn(0)B
m
(0)
(
4
(
φ(1)
)2 − 2φ(2))+ (δBnBm(0) +Bn(0)δBm) (−4φ(1))
+
(
δBmδBn +
δ2Bn
2
Bm(0) +B
n
(0)
δ2Bm
2
))
δnm − 14F
2
(2)
]
δil −
(
Bn(0)B
m
(0)
(
4
(
φ(1)
)2 − 2φ(2))
+
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
) (−4φ(1))+ (δBmδBn + δ2Bn2 Bm(0) +Bn(0) δ2Bm2
))
δimδnl
−Ei(0)Ek(0)
(
ψ(2)δlk − 4φ(1)ψ(1)δlk − φ(2)δlk + 2ψ(1)χ(1)lk +
χ
(2)
lk
2
+ ω(1)l ω
(1)
k
)
−
(
δEiEk(0) + E
i
(0)δE
k
)(
2ψ(1)δlk − 2φ(1)δlk + χ(1)lk
)
−
(
Ei(0)B
s
(0)
kjs + Ek(0)B
s
(0)
ijs
)(ω(2)j
2
δlk − 2φ(1)ω(1)j δlk + χ(1)lk ω(1)j
)
−
(
δEiδEk +
δ2Ei
2
Ek(0) + E
i
(0)
δ2Ek
2
)
δlk + ijnksm
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
)(
δsjχ
(1)
lk + δlkχ
(1)
sj
)
−
(
ijsδEkBs(0) + 
ijsEk(0)δB
s + kjsδEiBs(0) + 
kjsEi(0)δB
s
)
ω
(1)
j δlk
+Bn(0)B
m
(0)
ijnksm
(
−2φ(1)δjsχ(1)lk + δjs
χ
(2)
lk
2
− 2φ(1)δlkχ(1)js + χ(1)lk χ(1)js + δlk
χ
(2)
js
2
)
+
2
3
[(
Bn(0)B
(0)
n
(
4
(
φ(1)
)2 − 2φ(2))− 8φ(1) (δBnB(0)n )+ (δBnδBn + δ2Bn2 B(0)n +B(0)n δ2Bn2
))
−1
4
F2(2)
]
δil + E
s
(0)B
m
(0)
ikm
(
−2φ(1)δskω(1)l + δsk
ω
(2)
l
2
+ χ(1)sk ω
(1)
l
)
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(6.191) +ikm
(
δEsBm(0) + E
s
(0)δB
m
)
δksω
(1)
l
]
Ahora el tensor momento energía para un fluido perfecto viene dado por:
(6.192) Tµν = (ρ+ P )u
µuν + Pδµν
Al perturbar estas ecuaciones encontramos lo siguiente:
Orden cero:
(6.193) T 00 = −ρ0
(6.194) T i0 = 0, T
0
i = 0
(6.195) T ij = P0δ
i
j
A primer orden:
(6.196) T 0(1)0 = −ρ(1)
(6.197) T i(1)0 = − (ρ0 + P0) vi(1)
(6.198) T 0(1)i = − (ρ0 + P0)
(
v
(1)
i + ω
(1)
i
)
(6.199) T i(1)j = P(1)δ
i
j + Π
i
j(1)
A segundo orden:
(6.200) T 0(2)0 = −
ρ(2)
2
− (ρ0 + P0)
(
v
(1)
l v
l
(1) + ω
(1)
l v
l
(1)
)
(6.201) T i(2)0 = − (ρ0 + P0)ψ(1)vi(1) − (ρ0 + P0)
vi(2)
2
− (ρ(1) + P(1)) vi(1)
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T 0(2)i = − (ρ0 + P0)
(
v
(2)
i
2
− 2ω(1)i ψ(1) +
ω
(2)
i
2
− 2v(1)i φ(1) + vj(1)χ
(1)
ij − v(1)i ψ(1)
)
(6.202) − (ρ(1) + P(1)) (v(1)i + ω(1)i )
(6.203) T i(2)j = (ρ0 + P0)
(
v
(1)
j v
i
(1) + ω
(1)
j v
i
(1)
)
+
P(2)
2
δij +
1
2
Πij(2)
Ahora definimos la 4-corriente como:
(6.204) jµ =
1
a
(
%, J i
)
Con % la densidad de carga y J la 3-corriente. También podemos hacer una expansion
perturbativa de esta cantidad:
(6.205) jµ =
1
a
(
jµ(0) +
∞∑
r=1
1
r!
δrjµ(r)
)
Donde implica que:
(6.206) j0 = % =
1
a
(
%(0) +
∞∑
r=1
1
r!
δr%(r)
)
, ji = J i =
1
a
(
J i(0) +
∞∑
r=1
1
r!
δrJ i(r)
)
Ahora la conservación de la carga se obtiene a partír de la siguiente relación:
(6.207) jµ;µ = 0
Obteniendo lo siguiente:
%′ +
(
3H +
(
ψ(1)
)′ − 3 (φ(1))′ + 12 (ψ(2))′ − 32 (φ(2))′ − 2ψ(1) (ψ(1))′ − 3φ(1) (φ(1))′
+∂kψ(1)ω(1)k − ωi(1)∂iψ(1) + ω(1)k ωk(1) −
1
2
χik(1)
(
χ
(1)
ik
)′)
%+ ∂iJ i
+
(
∂iψ
(1) +Hω(1)i + δ
(1)Γiil +
1
2
∂iψ
(2) +
1
2
Hω
(2)
i + δ
(2)Γiil − 2∂iψ(1)ψ(1)
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(6.208) −2Hψ(1)ω(1)i − ω(1)i
(
φ(1)
)′ + 1
2
ωk(1)
(
χ
(1)
ik
)′)
J i = 0
Donde δ(1)Γiil, δ
(2)Γiil son los simbolos de Cristoffer. Al separarlo de acuerdo al orden se tiene
lo siguiente:
A orden cero:
(6.209) %′(0) + 3H%(0) + ∂iJ
i
(0) = 0
A primer orden:
(6.210) %′(1) + 3H%(1) +
((
ψ(1)
)′ − 3 (φ(1))′) %(0) + ∂iJ i(1) + (∂iψ(1) +Hω(1)i + δ(1)Γiil) J i(0) = 0
A segundo orden:
%′(2) + 3H%(2) +
((
ψ(1)
)′ − 3 (φ(1))′) %(1) + (12 (ψ(2))′ − 32 (φ(2))′ − 2ψ(1) (ψ(1))′ − 3φ(1) (φ(1))′
+∂kψ(1)ω(1)k − ωi(1)∂iψ(1) + ω(1)k ωk(1) −
1
2
χik(1)
(
χ
(1)
ik
)′)
%(0)+∂iJ
i
(2)+
(
∂iψ
(1) +Hω(1)i + δ
(1)Γiil
)
J i(1)
(6.211)
+
(
1
2
∂iψ
(2) +
1
2
Hω
(2)
i + δ
(2)Γiil − 2∂iψ(1)ψ(1) − 2Hψ(1)ω(1)i − ω(1)i
(
φ(1)
)′ + 1
2
ωk(1)
(
χ
(1)
ik
)′)
J i(0) = 0
También podemos encontrar la ley de Ohm que relaciona la 3-corriente proyectada sobre la
hipersuperficie de tiempo constante proporcional al campo eléctrico:
(6.212) (gµi + uµui) jµ = σgλigαµF λαuµ
A orden cero se obtiene:
(6.213) J (0)i = σE
(0)
i
A primer orden:
J
(1)
i +
(
J j(0)χ
(1)
ij − 2φ(1)J (0)i
)
− %(0)v(1)i
(6.214) = σ
(
−2E(0)i
(
φ(1) − 1
2
ψ(1)
)
+ Ej(0)χ
(1)
ij + E
(1)
i +
((
ω(1) + v(1)
)
×B(0)
)
i
)
A segundo orden obtenemos:
J
(2)
i − 4J (1)i φ(1) + 2J j(0)
(
ω
(1)
i ω
(1)
j + v
(1)
i v
(1)
j + 2ω
(1)
(i ω
(1)
j) − φ(2)δij
)
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+2χ(2)ij J
j
(0) + 2J
j
(1)χ
(1)
ij − %(1)v(1)i − 2%(0)
(
v
(2)
i
2
+ v(1)i
(
2φ(1) − ψ(1)
)
− vj(1)χ
(1)
ij
)
= 2σ
(
E
(0)
i
(
1
2
ψ(2) − φ(2)
)
+
1
2
Ej(0)χ
(2)
ij + E
j
(1)χ
(1)
ij − 2φ(1)ψ(1)E(0)i + Ej(0)χ
(1)
ij ψ
(1)
−2E(1)i
(
φ(1) − 1
2
ψ(1)
)
− 1
2
(
ψ(1)
)2
E
(0)
i + E
(0)
i
1
2
v
(1)
k v
k
(1) + E
(0)
j v
j
(1)ω
(1)
i +
1
2
E
(2)
i
+
1
2
(
v(2) ×B(0)
)
i
+
1
2
(
ω(2) ×B(0)
)
i
+
(
v(1) ×B(1)
)
i
+
(
ω(1) ×B(1)
)
i
+ljkω(1)j B
k
(1)χ
(1)
li + 
mlkv
(1)
l B
k
(1)χ
(1)
mi + 
lk
i v
j
(1)B
k
(1)χ
(1)
lj
(6.215) −2φ(1)
(
ω(1) ×B(0)
)
i
− 4φ(1)
(
v(1) ×B(0)
)
i
− ψ(1)
(
ω(1) ×B(0)
)
i
)
6.1. Ecuaciones de Maxwell (Maxwell Equations)
En esta sección encontraremos una ecuación que nos de razon de la evolución del campo
magnético a lo largo de la historia cosmológica. Se habia encontrado capítulos anteriores una
ecuación que nos daba la evolución del campo magnético a través de las ecuaciones de Maxwell
Ecuación de Dinamo, esta ecuación estaba descrita bajo el modelo magnetohidrodinámico. La
idea es deducir una ecuación similar pero en este caso en un universo perturbado de R.W, para
esto primero debemos encontrar las ecuaciones de Maxwell perturbadas y por medio de estar,
poder hacer una combinación para llegar a la ecuación de Dinamo Cosmológico.
Primero vamos a encontrar la expresion para la ecuación de Gauss en un universo perturbado:
A cero orden:
(6.216) ∂iE
i
(0) = a%(0)
A primer orden:
(6.217) ∂iE
i
(1) + E
i
(0)
(
∂iψ
(1) − 3∂iφ(1)
)
= a%(1)
A segundo orden:
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∂iE
i
(2) + E
i
(0)
(
∂iψ
(2) − 3∂iφ(2) − 4ψ(1)∂iψ(1) − 12φ(1)∂iφ(1) + 2ωl(1)∂lω(1)i − χlm(1)∂iχ(1)lm
)
(6.218) +Ei(1)
(
4∂iψ(1) − 12∂iφ(1)
)
= a%(2)
La siguiente ecuación es la generalización de la ecuación de la ley de Ampere:
A cero orden:
(6.219) ilk∂lB
k
(0) −
(
Ei(0)
)′ − 2HEi(0) = aji(0)
A primer orden:
(6.220)
ilk∂lB
k
(1) −
(
Ei(1)
)′ − 2HEi(1) − Ei(0)((ψ(1))′ − 3(φ(1))′)+ ilkBk(0)∂l (ψ(1) − 3φ(1)) = aji(1)
A segundo orden:
ilk∂lB
k
(2)−
(
Ei(2)
)′−2HEi(2)−2Ei(0) [12 (ψ(2))′ − 32 (φ(2))′ − 2ψ(1) (ψ(1))′ − 6φ(1) (φ(1))′ + ωk(1) (ω(1)k )′
−1
2
χlk(1)
(
χ
(1)
lk
)′]
+2ilkBk(0)
(
1
2
∂lψ
(2) − 3
2
∂lφ
(2) − 2ψ(1)∂lψ(1) − 6φ(1)∂lφ(1) + ωm(1)∂mω(1)l −
1
2
χlm(1)∂iχ
(1)
lm
)
(6.221) −2Ei(1)
(
2
(
ψ(1)
)′ − 6(φ(1))′)+ 2ilkBk(1)∂l (2ψ(1) − 6φ(1)) = aji(2)
Ahora para la generalización de la ecuación de Gauss magnética, tenemos que F0i →
−a2Ei Fij → a2ijkBk, por lo tanto se tiene lo siguiente:
A cero orden:
(6.222) ∂iB
(0)
i + ∂jB
(0)
j + ∂kB
(0)
k = 0
A primer orden:
(6.223) ∂iB
(1)
i + ∂jB
(1)
j + ∂kB
(1)
k = 0
A segundo orden:
(6.224) ∂iB
(2)
i + ∂jB
(2)
j + ∂kB
(2)
k = 0
Por último tenemos para la generalización de la ley de Faraday:
A orden cero:
(6.225) B′k(0) + 2HB
(0)
k + 
ij
k∂iE
(0)
j = 0
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A primer orden:
(6.226) B′k(1) + 2HB
(1)
k + 
ij
k∂iE
(1)
j = 0
A segundo orden:
(6.227) B′k(2) + 2HB
(2)
k + 
ij
k∂iE
(2)
j = 0
Hasta aquí podemos observar algo, las ecuaciones anteriormente deducidas están es-
critas en términos de cantidades que dependen del gauge así que se hace necesario expre-
sarlas en términos de cantidades invariantes gauge.
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6.2. Ecuación de Dinamo
Hasta aquí tenemos las ecuaciones de campo de Einstein, las ecuaciones de Maxwell y
las ecuaciones de conservación a segundo orden. La idea es encontrar una ecuación que nos
de cuenta de la evolución de los campos magnéticos generados en el universo temprano.
Como se ha mencionado en los capítulos anteriores, hay varias etapas para el estudio de
este tópico, desde la generación de los campos magnéticos, siguiendo con la evolución,
hasta llegar a su amplificación en etapas de formación de estructura. En la mayoría de
los casos el campo magnético se toma como una perturbación del background, es decir,
después de inflación el universo es descrito por la perturbación de R-W debido a que la
expansión amplificó perturbaciones en las componentes geométricas del tensor métrico
de R-W[64]. Ahora, después de las transiciones de fase quedó un remanente de campos
magnéticos, por lo que dicho campo entra como una perturbación de las componentes
de materia del universo descrito antes por la métrica de R-W perturbada. En el caso
de trabajar con perturbaciones a primer orden del tensor electromagnético, implica que
δ(1)T 00 = B
2 es un término a primer orden así que Bi es de orden
[
1
2
]
[102, 96, 64]. Lo
mismo sucede con términos del campo eléctrico δ(1)T i0 = E
i × Bi, así que Ei es del
orden de
[
1
2
]
. Esto implica que términos en la fuerza de Lorentz tales como J i × vi
sean del orden
[
3
2
]
. Generalmente son órdenes que aparecen debido al modelo que se
este trabajando, en este caso Tα(E.M)β al entrar como una perturbación, genera que los
campos tengan estos ordenes[149, 102, 96]. En nuestro trabajo, se encontró el Tα(E.M)β
a todos los ordenes y usamos el hecho que después de las transiciones de fase, se tiene
un universo con una métrica perturbada de R-W y con un contenido modelado por un
fluido perfecto y un campo electromagnético perturbado, así que todos los campos no
sólo geométricos sino de materia pueden ser divididos como valores del background, mas
valores a primer orden, mas valores a segundo orden y así sucesivamente. En este sentido
nuestro trabajo no se encuentran términos con ordenes fracionarios. Ahora a orden cero
se debe tener un universo el cual respete homogeneidad e isotropía así que tendremos que
hacer algunas suposiciones para que Tα(E.M)β entre a orden cero en la teoría. Se observa
en los datos de la radiación cósmica de fondo que la homogeneidad e isotropía se respeta
a un orden 10−5
(
δµ
µ(0)
)
. Además la anisotropía en CMB debida a los campos magnéticos
es del orden del 10−9 (B2(0)  µ(0))[135, 150, 151]. Por lo tanto el efecto anisotrópico
dado por Bi(0) es muy pequeño, aunque su densidad
〈
B2(0)
〉
no lo es, por lo que en este
caso suponemos el campo de background B(0) homogéneo o suficientemente aleatorio tal
que
〈
B
(0)
i
〉
= 0,
〈
B
(0)
i B
i
(0)
〉
6= 01, esto implica que los únicos términos diferentes de
1El 〈.〉 implica el valor esperado del campo magnético primordial generado antes de recombinación.
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cero son B2(0), E
2
(0) y E
i
(0). Ahora se encontró en la sección anterior la ley de Ohm en
el background (6.213), en gran parte de la historia cosmológica el universo a grandes
escalas es conductor dado que esta compuesto en gran parte por partículas cargadas que
están acopladas por interacciones (Colulomb, Thomson,..)[150], si tenemos en cuenta esta
suposición, encontramos que:
(6.228)
ji(0)
σ
→ 0 =⇒ Ei(0) → 0 cuando σ →∞
Esto no implica que la corriente ji(0) sea nula[152], pero si la corriente es diferente de
cero esto supone separación de cargas lo cual rompe homogeneidad en el background, lo
cual concluye que ji(0) = 0
2. Por lo tanto el único término diferente de cero en el tensor
electromagnético viene dado por B2(0), por lo tanto el tensor electromagnético es diagonal
como se ve en (6.183) y respeta las condiciones del background. Dado esto, las ecuaciones
anteriormente encontradas son simplificadas, es decir hacemos que3:
(6.229) Bi(0) = E
2
(0) = E
i
(0) = j
i
(0) = %(0) = 0
En el capítulo anterior se encontró la ley de Ohm a primer orden (6.214), ahora al
colocar la Ley de Ohm en términos de cantidades invariantes invariantes de gauge:
J
(1)
i + J
j
(0)χ
(1)
ij − 2Φ(1)J (0)i + 2
(
1
6
∇2χ(1) +HS ||(1)
)
J
(0)
i − %(0)
(
υ
(1)
i −
(
χ
⊥(1)
i
)′)
(6.230)
= σ
[
E
(1)
i +
(
V(1) ×B(0)
)
i
−2E(0)i
(
Φ(1) − 1
2
Ψ(1) − 1
6
∇2χ(1) − H
2
S ||(1) +
1
2
(
S ||(1)
)′)
+ Ej(0)χ
(1)
ij
]
Donde al usar las condiciones anteriormente mencionadas, encontramos que:
(6.231) J
(1)
i = σ
(
E
(1)
i +
(
V(1) ×B(0)
)
i
)
Las ecuaciones de Maxwell a primer orden no homogéneas en términos de cantidades
invariantes gauge vienen dadas por:
(6.232) ∂iE
i
(1) + E
i
(0)∂i
(
Ψ(1) − 1
a
(
S ||(1)a
)′ − 3(Φ(1) − 1
6
∇2χ(1) +HS ||(1)
))
= a%(1)
2También se observa por medio de la ley de Gauss que %(0) = 0.
3Nuevamente se hace aclaración de que Ei(0) no es cero, es su valor esperado
〈
Ei(0)
〉
= 0.
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ilk∂lB
k
(1) −
(
Ei(1)
)′ − Ei(0)(Ψ(1) − 1a (S ||(1)a)′ − 3
(
Φ(1) − 1
6
∇2χ(1) +HS ||(1)
))′
(6.233) −2HEi(1) + ilkBk(0)∂l
(
Ψ(1) − 1
a
(
S ||(1)a
)′ − 3(Φ(1) − 1
6
∇2χ(1) +HS ||(1)
))
= aJ i(1)
Donde al imponer las condiciones anteriormente dadas, se encuentra que:
(6.234) ∂iE
i
(1) = a%(1)
(6.235) ilk∂lB
k
(1) −
(
Ei(1)
)′ − 2HEi(1) = aJ i(1)
Las otras ecuaciones de Maxwell a primer orden homogeneas vienen dadas por:
(6.236) B′k(1) + 2HB
(1)
k + 
ij
k∂iE
(1)
j = 0
La divergencia nula del campo magnético viene dada por:
(6.237) ∂iB
(1)
i + ∂jB
(1)
j + ∂kB
(1)
k = 0
En este caso se puede observar que los campos electromagnéticos son invariantes gauge
debido a que son nulos en el background(3.40). Al despejar el campo eléctrico en la ley
de Ohm y usar las ecuaciones (6.233)(6.235)(6.236) , llegamos a la ecuación de dinamo a
primer orden viene dada por:
(
B
(1)
k
)′
+ 2HB
(1)
k + η
[
∇×
(
∇×B(1) − (E(1))′ − 2HE(1))]
k
(6.238) +
(∇× (B(0) × V(1)))k +O (1) = 0
Con:
O(1) = η ljk ∂l
“
−E(0)j
“
Ψ(1) − 3Φ(1)
”′
+jlm∂lB
m
(0)
“
Ψ(1) − 3Φ(1)
”
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+ilm∂lB
m
(0)χ
(1)
ij + χ
(1)
ij
“
Ei(0)
”′
− 2HEi(0)χ(1)ij − 2HS||(1)
“
ilm∂lB
m
(0) +
“
Ei(0)
”′
− 2HEi(0)
”
−E(0)j
„
−2Φ(1) + 1
3
∇2χ(1)
««
+  ljk ∂l
„
2E
(0)
j
„
Ψ(1) − 1
2
Φ(1)
«
− χ(1)ij Ei(0)
«
Donde O (1) es despreciable cuando tenemos la conductividad en el background infinita.
En la ecuación de dinamo (6.238) se observa que la evolución del campo magnético depende
de tres términos los cuales dan cuenta de la expansión, un término de difusión4 y un
término de dinamo medio. En el caso de conductividad infinita en el background se observa
que la evolución del campo es similar a lo encontrado en los capítulos anteriores, salvo que
el término de velocidad es el término de velocidad peculiar invariante gauge, definida en el
capítulo de perturbaciones. Cuando no se impone la condición de conductividad infinita,
se observa que la evolución depende también de catidades geométricas, es decir de las
perturbaciones del espacio-tiempo. A segundo orden se procede de la misma manera,
teniendo nuevamente en cuenta que aparecen términos fuente ó acoples de términos a
primer orden.
La ley de Ohm a segundo orden en forma invariante viene dada por:
J (2)i − 4J (1)i Φ(1) − %(1)υ(1)i + S 1i (J (1)i , χ(1)ij , %(1))
= 2σ
(
1
2
(
V(2) ×B(0)
)
i
+
(
V(1) ×B(1)
)
i
− 2E(1)i
(
Φ(1) − 1
2
Ψ(1)
)
(6.239) +
1
2
E
(2)
i −
(
2Φ(1) + Ψ(1)
)(
V(1) ×B(0)
)
i
+ S 2i (E
j
(1), J
(1)
i , B
(1)
i , χ
(1)
ij , %
(1))
)
La primera ecuación de Maxwell no homogénea viene dada por:
∂iE
i
(2) + E
i
(0)
(
∂iψ
(2) − 3∂iφ(2) − 4ψ(1)∂iψ(1) − 12φ(1)∂iφ(1) + 2ωl(1)∂lω(1)i
(6.240) −χlm(1)∂iχ(1)lm
)
+ Ei(1)
(
4∂iψ(1) − 12∂iφ(1)
)
= a%(2)
En términos de invariantes gauge se tiene que:
(6.241) ∂iE i(2) + 4Ei(1)∂i
(
Ψ(1) − 3Φ(1)
)
+ TG1 = a∆(2)%
4Este término es diferente de cero debido a que
Ji(0)
σ 6= 0, porque es a primer orden.
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Con:
TG1 = −∂i
(
χi⊥(2)
)′
−Ei(0)
(
∂i
(
1
a
(
S ||(2)a
)′
+
(
−1
2
∇2χ(2) + 3HS ||(2)
))
−4
(
1
a
(
S ||(1)a
)′)
∂i
(
1
a
(
S ||(1)a
)′)
− 12
(
−1
6
∇2χ(1) +HS ||(1)
)
∂i
(
−1
6
∇2χ(1) +HS ||(1)
)
+2
(
χl⊥(1)
)′
∂l
(
χ
⊥(1)
i
)′
+ a
(
%(0)
)′ S ||(2) − χlm(1)∂iχ(1)lm
−4Ei(1)∂i
(
1
a
(
S ||(1)a
)′
+
(
−1
2
∇2χ(1) + 3HS ||(1)
))
Los términos TG1, S 2i (Ej(1), J (1)i , B(1)i , χ(1)ij , %(1)), son los acoples a primer orden. La otra
ecuación de Maxwell no homogenea viene dado por:
ilk∂lB
k
(2) −
(
Ei(2)
)′
− 2HEi(2)−2Ei(0)
(
1
2
(
ψ(2)
)′
− 3
2
(
φ(2)
)′
− 2ψ(1)
(
ψ(1)
)′
−6φ(1)
(
φ(1)
)′
+ ωk(1)
(
ω
(1)
k
)′
− 1
2
χlk(1)
(
χ
(1)
lk
)′)
+ 2ilkBk(0)
(
1
2
∂lψ
(2)
−3
2
∂lφ
(2) − 2ψ(1)∂lψ(1) − 6φ(1)∂lφ(1) + ωm(1)∂mω(1)l −
1
2
χlm(1)∂iχ
(1)
lm
)
(6.242) −2Ei(1)
(
2
(
ψ(1)
)′
− 6
(
φ(1)
)′)
+ 2ilkBk(1)∂l
(
2ψ(1) − 6φ(1)
)
= aji(2)
En términos invariantes gauge viene descrita por:
(
∇× B(2)k
)i
−
(
E i(2)
)′
− 2HE i(2) − 2Ei(1)
(
2
(
Ψ(1)
)′
− 6
(
Φ(1)
)′)
(6.243) −2
(
∇×B(1)
(
2Ψ(1) − 6Φ(1)
))i
= aJ i(2) + S i3(S ||(2), J i(1),S ||(1), Ei(1), Bi(1))
Donde S i3(S ||(2), J i(1),S ||(1), Ei(1), Bi(1)) son términos fuente ó acoples a primer orden. Las
siguientes son las ecuaciones homogéneas a segundo orden:
(6.244) ∂iB
(2)
i + ∂jB
(2)
j + ∂kB
(2)
k = 0
En forma invariante:
(6.245) ∂iB(2)i + ∂jB(2)j + ∂kB(2)k = −S (
(
χi⊥(2)
)′
, B
(1)
j )
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La otra ecuación viene dada por:
B′k(2) + 2HB
(2)
k + 
ij
k∂iE
(2)
j = 0
En forma invariante:
(6.246)
(
B(2)k
)′
+ 2H
(
B(2)k
)
+
(∇× Ej(2))k = −S 4k ((χk⊥(2))′ , E(1)k , B(1)k )
La ecuación de dinamo a segundo orden viene dada al usar (6.239)(6.243)(6.245)(6.246),
y se obtuvó lo siguiente:
(
B(2)k
)′
+ 2H
(
B(2)k
)
+ η
[
∇×
(1
a
((
∇× B(2)
)
− 2E(1)
(
2
(
Ψ(1)
)′
− 6
(
Φ(1)
)′)
− (E(2))′ − 2HE(2) − 2(∇×B(1) (2Ψ(1) − 6Φ(1)))− S 3(S ||(2), J i(1),S ||(1), Ei(1), Bi(1)))
−%(1)υ(1) + S 1
(
J
(1)
i , χ
(1)
ij , %
(1)
))]
k
+
(
∇×
[
−4
(
E(1) + V(1) ×B(0)
)
Φ(1) −
(
V(2) ×B(0)
)
−2
(
V(1) ×B(1)
)
+
(
2Φ(1) + Ψ(1)
)(
V(1) ×B(0)
)
+ 4E(1)
(
Φ(1) − 1
2
Ψ(1)
)
(6.247) −2S 2(Ej(1), J (1)i , B(1)i , χ(1)ij , %(1))
])
k
= −S 4k
((
χi⊥(2)
)′
, E
(1)
j , B
(1)
j
)
Este es el segundo resultado importante de nuestro trabajo, en esta ecuación (6.247)
se observa como la evolución del campo magnético a segundo orden depende de los invari-
antes de Bardeen a segundo orden y de cantidades vectoriales invariantes gauge a segundo
orden. Nuevamente esta ecuación de dinamo depende del factor de expansión, de un tér-
mino de difusión que es muy importante debido a la escala en la cual se esta trabajando
y un término de dinamo que no solo depende del factor de Lorentz, sino también de otros
términos que pueden amplificar el campo magnético, en otras palabras las perturbaciones
del espacio-tiempo juegan un papel importante en la evolución de los campos magnéticos
y además pueden ser fuente debido al término del lado izquierdo S 4k
((
χi⊥(2)
)′
, E
(1)
j , B
(1)
j
)
de (6.247). Se observa también que a segundo orden los campos no son invariantes gauge
por lo que debemos definir cantidades invariantes gauge que tengan una interpretación
fi±ica de estos campos(5.145), este fué otro resultado importante de la tesis. En con-
clusión se encontró que las perturbaciones en la geometría del espacio-tiempo junto con
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las perturbaciones en la materia juegan un papel importante en la evolución del campo
electromagnético, la solución de (5.145) depende de la evolución de estas cantidades las
cuales vienen dadas por la solución de las ecuaciones de campo de Einstein y de las ecua-
ciones de conservación, por lo que la solución de la ecuación de dinamo tiene que ir de
la mano con la solución de las ecuaciones de campo. Este sistema ha sido discutido en la
literatura[153] y es llamado sistema de Einstein-Maxwell, en este caso encontramos dicho
problema para entender la evolución del campo electromagnético a lo largo de la historia
cosmológica.

Conclusiones y Discusión
El origen y la evolución de los campos magnéticos es actualmente un tema de debate. A
lo largo de esta tesis se ha hecho un resumen acerca de la investigación elaborada alrededor
de este tópico de investigación en la cosmología. Como parte de las conclusiones del
trabajo se llego a la expresión de las transformaciones de los campos electromagnéticos a
primer y segundo orden (5.145)(5.131) además de utilizar estas para encontrar cantidades
invariantes gauge que describan la física de estos campos, estas expresiones son originales
y no hay referencia encontrada alrededor de esto. Se encontró una generalización de la
ecuación de shear y vorticidad a segundo orden (5.165)(5.115) teniendo en cuenta todas las
perturbaciones de la métrica, y concordando con los resultados obtenidos en la literatura
cuando solo se tienen modos escalares (tratamiento muy útil en inflación).
Un resultado importante en esta tesis fué la deducción del tensor momento energía
electromagnético hasta segundo orden (6.2.4), resultado original de la tesis y que sirvió
de base para escribir el tensor momento energía total en términos de cantidades invari-
antes gauge. Un objetivo cumplido en esta tesis fué encontrar una ecuación de evolución
del campo electromagnético. Con la teoría explicada en el capítulo 2 fué importante e
interesante preguntarnos como sería una ecuación de dinamo en un espacio perturbado de
R-W, siguiendo esta idea se encontró las ecuaciones de dinamo a primer y segundo orden
(6.238),(6.247). Estas ecuaciones sugieren que la evolución de los campos dependen en
gran parte de las perturbaciones en el potencial gravitacional y de curvatura además de
las perturbaciones generadas por las perturbaciones en la materia. Es interesante notar
que al resolver estas ecuaciones debemos también resolver simultaneamente las ecuaciones
de campo de Einstein y las ecuaciones de conservación. Dado esto, el problema de encon-
trar la evolución del campo electromagnético desde su origen es un problema complicado
que incluye métodos numéricos de alto nivel.
También se utilizó formalmente y de primeros principios la teoría de perturbaciones
cosmológicas[124], para encontrar estas ecuaciones de evolución sin tener órdenes de per-
turbación fraccional que generaría conflictos no sólo con la razon física que implica tener
estos ordenes fraccionales sino también la idea de encontrar el campo magnético Bi como
un modo no físico.
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Apéndice
6.2.0.2. Deducción de las ecuaciones de campo a primer y segundo orden. El número de
dimensiones espaciales es 3. Los índices griegos van de o a 3 y los latinos de 1 a 3. Para encontrar la
forma funcional de las ecuaciones que se deducirán en este apéndice se usa el paquete mathematica
3.0 concordando con[154] .La signatura de la métrica es (−,+,+,+), y para llegar a las ecuaciones
de campo se utilizan las siguientes ecuaciones:
Los simbolos de Cristoffer vienen dados por:
(6.248) Γαβγ =
1
2
gαδ (gδγ,β + gδβ,γ − gβγ,δ)
El tensor de Riemann se define como:
(6.249) Rαβµν = Γ
α
βν,µ − Γαβµ,ν + ΓαδµΓδβν − ΓαδνΓδβµ
Su contracción se le denomina el tensor de Ricci:
(6.250) Rµν = Rαµαν
(6.251) Rµν = Γαµν,α − Γααν,µ + ΓαδαΓδµν − ΓαδνΓδαµ
Su contracción es llamado el escalar de Ricci:
(6.252) R = Rαα
El tensor de Einstein vienen dado por:
(6.253) Gµν = Rµν − 12gµνR
Por tanto las ecuaciones de campo vienen descritas como:
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(6.254) Gµν = 8piGNTµν
Con GN la constante gravitacional y Tµν el tensor momento energía.
6.2.0.3. Simbolos de Cristoffer. Los simbolos de Cristoffel para el background de R-W
vienen dados por:
(6.255) Γ000 = H, Γ
i
0j = Hδ
i
j
(6.256) Γ0ij = Hδij Γ
i
00 = Γ0j = Γ
i
kj = 0
A primer orden los simbolos de Cristoffer se encuentran por:
(6.257) δΓαβγ =
1
2
δgαδ (gδγ,β + gδβ,γ − gβγ,δ) + 12g
αδ (δgδγ,β + δgδβ,γ − δgβγ,δ)
a primer orden se tiene lo siguiente:
(6.258) δ(1)Γ000 =
(
ψ(1)
)′
(6.259) δ(1)Γ00i = ∂iψ
(1) +Hω(1)i
(6.260) δ(1)Γi00 = ∂
iψ(1) +Hωi(1) +
(
ωi(1)
)′
(6.261) δ(1)Γ0ij = −2Hψ(1)δij − ∂iω(1)j − 2Hφ(1)δij −
(
φ(1)
)′
δij −Hχ(1)ij +
1
2
(
χ
(1)
ij
)′
(6.262) δ(1)Γi0j = −
(
φ(1)
)′
δij +
1
2
(
χ
i(1)
j
)′
(6.263) δ(1)Γijk = −∂jφ(1)δik − ∂kφ(1)δij + ∂iφ(1)δjk −Hωi(1)δjk +
1
2
∂jχ
i
(1)k +
1
2
∂kχ
i
(1)j −
1
2
∂iχ
(1)
jk
Para segundo orden se calculan por:
δ2Γαβγ =
1
2
δ2gαδ (gδγ,β + gδβ,γ − gβγ,δ) + δgαδ (δgδγ,β + δgδβ,γ − δgβγ,δ)
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(6.264) +
1
2
gαδ
(
δ2gδγ,β + δ2gδβ,γ − δ2gβγ,δ
)
A segundo orden:
(6.265) δ(2)Γ000 =
1
2
(
ψ(2)
)′ − 2ψ(2) (ψ(2))′ + ∂lψ(1)ω(1)l +Hωl(1)ω(1)l + ωl(1) (ω(1)l )′
(6.266) δ(2)Γ00i =
1
2
∂iψ
(2) +
1
2
Hω
(2)
i − 2ψ(1)∂iψ − 2Hψ(1)ω(1)i −
(
φ(1)
)′
ω
(1)
i +
1
2
ωl(1)
(
χ
(1)
il
)′
δ(2)Γi00 =
1
2
∂iψ(2) +
1
2
Hωi(2) +
1
2
(
ωi(2)
)′
+ 2φ(1)∂iψ −
(
ψ(1)
)′
ωi(1)
(6.267) +2Hφ(1)ωi(1) + 2φ
(1)
(
ωi(1)
)′ − ∂kψ(1)χki(1) −Hω(1)k χki(1) − χki(1) (ω(1)k )′
δ(2)Γ0ij = −Hψ(2)δij−
1
4
(
∂iω
(2)
j + ∂jω
(2)
i
)
−Hφ(2)δij−12
(
φ(2)
)′
δij+
1
2
Hχ
(2)
ij +
1
4
(
χ
(2)
ij
)′
+4H
(
ψ(1)
)2
δij
+2ψ(1)
(
φ(1)
)′
δij+4Hψ(1)φ(1)δij+ωl(1)φ
(1)
l δij−Hωl(1)ω(1)l δij+2ψ(1)∂iω(1)j −∂iφ(1)ω(1)j −∂jφ(1)ω(1)i
(6.268) −ψ(1)
(
χ
(1)
ij
)′
+
1
2
ωk(1)∂iχ
(1)
kj +
1
2
ωk(1)∂jχ
(1)
ik −
1
2
ωk(1)∂kχ
(1)
ij
δ(2)Γi0j = −
1
2
(
φ(2)
)′
δij − 2φ(1)
(
φ(1)
)′
δij +
1
4
(
χ
i(2)
j
)′
+
1
4
(
∂jω
i
(2) − ∂iωj(2)
)
− ωi(1)∂jψ(1)
(6.269) −Hωi(1)ω(1)j + φ(1)
(
χ
i (1)
j
)′
+ χi (1)j
(
φ(1)
)′ − 1
2
χik(1)
(
χ
(1)
kj
)′
δ(2)Γijk = −
1
2
∂jφ
(2)δik −
1
2
∂kφ
(2)δij +
1
2
∂iφ(2)δjk − 12Hω
i
(2)δjk +
1
4
∂jχ
i
(2)k +
1
4
∂kχ
i
(2)j −
1
4
∂iχ
(2)
jk
+2Hψ(1)ωi(1)δjk + ω
i
(1)∂jω
(1)
k +
(
φ(1)
)′
ωi(1)δjk + 2φ
(1)
(
−∂jφ(1)δik − ∂kφ(1)δij − ∂iφ(1)δ jk
)
+φ(1)
(
∂jχ
i(1)
k + ∂kχ
i(1)
j − ∂iχ(1)jk
)
+ ∂jφ(1)χ
i(1)
k + ∂kφ
(1)χ
i(1)
j − ∂mφ(1)χim(1)δjk −Hωi(1)χ(1)jk
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(6.270) +Hωl(1)χ
i(1)
l δjk −
1
2
ωi(1)
(
χ
(1)
jk
)′ − 1
2
χil(1)∂jχ
(1)
lk −
1
2
χil(1)∂kχ
(1)
lj +
1
2
χil(1)∂lχ
(1)
jk
6.2.1. Tensor de Ricci. A orden cero vienen dados por:
(6.271) R00 = −3a
′′
a
+ 3H2
(6.272) R0i = 0 Rij =
(
a′′
a
+H2
)
δij
A primer orden el tensor de Ricci se calcula por medio de:
δRµν = δΓαµν,α − δΓααν,µ + δΓαδαΓδµν + ΓαδαδΓδµν − δΓαδνΓδαµ − ΓαδνδΓδαµ
A primer orden se tiene:
(6.273) δR00 = H∂iωi(1) + ∂i
(
ωi(1)
)′
+ ∆ψ(1) + 3
(
φ(1)
)′′
+ 3H
(
φ(1)
)′
+ 3H
(
ψ(1)
)′
(6.274) δR0i =
a′′
a
ω
(1)
i +H
2ω
(1)
i + 2∂i
(
φ(1)
)′
+ 2H∂iψ(1) +
1
2
∂k
(
χ
k(1)
i
)′
δRij =
[
−H
(
ψ(1)
)′ − 5H (φ(1))′ − 2a′′
a
ψ(1) − 2H2ψ(1) − 2a
′′
a
φ(1)
−2H2φ(1) −
(
φ(1)
)′′
+ ∆φ(1) −H∂lωl(1)
]
δij − ∂i
(
ω
(1)
j
)′ − 2H∂iω(1)j +H (χ(1)ij )′ + a′′a χ(1)ij
(6.275) +H2χ(1)ij +
1
2
(
χ
(1)
ij
)′′
+ ∂i∂j
(
φ(1) − ψ(1)
)
+
1
2
∂l
(
∂iχ
l(1)
j + ∂jχ
l(1)
i
)
− 1
2
∆χ(1)ij
A segundo orden se calculan por:
δ2Rµν = δ2Γαµν,α − δ2Γααν,µ + δ2ΓαδαΓδµν + δΓαδαδΓδµν + δΓαδαδΓδµν
(6.276) +Γαδαδ
2Γδµν − δ2ΓαδνΓδαµ − δΓαδνδΓδαµ − δΓαδνδΓδαµ − Γαδνδ2Γδαµ
A segundo orden
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δ(2)R00 =
3
2
H
(
ψ(2) + φ(2)
)′
+
1
2
∂i
(
ωi(2)
)′
+
1
2
∆ψ(2)+
3
2
(
φ(2)
)′′
+
1
2
H∂iω
i
(2)−6Hψ(1)
(
ψ(1)
)′−∂lψ(1)∂lψ(1)
−3
(
φ(1)
)′ (
ψ(1)
)′
+2φ(1)∆ψ(1)−∂lψ(1)∂lφ(1)+6Hφ(1)
(
φ(1)
)′
+6φ(1)
(
φ(1)
)′′
+3
(
ψ(1) ′
)2−(ψ(1))′ ∂iωi(1)
+Hωk(1)∂kψ
(1)+
a′′
a
ωk(1)ω
(1)
k +H
2ωk(1)ω
(1)
k −Hωk(1)∂kφ(1)+2Hφ(1)∂kωk(1)−∂kφ(1)
(
ωk(1)
)′
+2φ(1)∂k
(
ωk(1)
)′
+3Hωk(1)
(
ω
(1)
k
)′−∂kψ(1)∂lχlk(1)−∂k∂lψ(1)χlk(1)−H∂kω(1)l χlk(1)−Hω(1)l ∂kχlk(1)−(ω(1)l )′ ∂kχlk(1)−∂k (ω(1)l )′ χlk(1)
(6.277) +
1
2
χlk(1)
(
χ
(1)
lk
)′′
+
1
4
(
χ
(1)
lk
)′ (
χlk(1)
)′
+
1
2
H
(
χ
(1)
lk
)′
χlk(1)
δ(2)R0i = H∂iψ(2)+∂i
(
φ(2)
)′
+
1
4
∂k
(
χ
(1)k
i
)′−1
4
∆ω(2)⊥i +
1
2
a′′
a
(
ω
(2)
i
)
+
1
2
H2
(
ω
(2)
i
)
−4Hψ(1)∂iψ(1)
−2
(
φ(1)
)′
∂iψ
(1)+4
(
φ(1)
)′
∂iφ
(1)+4φ(1)∂i
(
φ(1)
)′−2a′′
a
ψ(1)ω
(1)
i −2H2ψ(1)ω(1)i −H
(
ψ(1)
)′
ω
(1)
i −∆ω||(1)∂ψ(1)
−ωk(1)∂i∂kψ(1)+∂kψ(1)∂iω(1)k −ωk(1)∂i
(
ω
(1)
k
)′−H∆ω||(1)ω(1)i −(φ(1))′′ ω(1)i −5H (φ(1))′ ω(1)i −12∂kψ(1) (χik(1))′
+φ(1)∂k
(
χki(1)
)′
+
(
φ(1)
)′
∂kχ
k
i(1)−
1
2
∂kφ
(1)
(
χki(1)
)′
+∂k
(
φ(1)
)′
χki(1)+Hω
k
(1)
(
χ
(1)
ik
)′
+
1
2
ωk(1)
(
χ
(1)
ik
)′′
(6.278) −1
2
∂kχ
kl
(1)
(
χ
(1)
li
)′ − 1
2
χkl(1)∂k
(
χ
(1)
li
)′
+
1
2
(
χkl(1)
)′
∂iχ
(1)
lk +
1
4
χkl(1)∂i
(
χ
(1)
lk
)′
δ(2)Rdiagij =
(
−H2ψ(2) − 1
2
H
(
ψ(2)
)′ − a′′
a
ψ(2) − 5
2
H
(
φ(2)
)′ −H2φ(2) − 1
2
(
φ(2)
)′′ − a′′
a
φ(2) +
1
2
∆φ(2)
−1
2
H∆ω(2)+4
(
H2 +
a′′
a
)((
ψ(1)
)2
+ φ(1)ψ(1)
)
+4Hψ(1)
(
ψ(1)
)′
+10Hψ(1)
(
φ(1)
)′
+
(
ψ(1)
)′
φ(1) (2H + 1)
+2ψ(1)
(
φ(1)
)′′
+∂kφ(1)∂kψ(1)+
(
φ′(2)
)2
+∂kφ(1)∂kφ(1)+2φ(1)∆φ(1)+H∂kψ(1)ωk(1)+2Hψ
(1)∆ω||(1)
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−H2ω(1)k ωk(1) −
a′′
a
ω
(1)
k ω
k
(1) −Hω(1)k
(
ωk(1)
)′
+ 3Hω(1)k ∂
kφ(1) + 2ωk(1)
(
∂kφ
(1)
)′
+
(
φ(1)
)′
∆ω||(1)
(6.279)
+∂kφ(1)
(
ωk(1)
)′ − ∂kφ(1)∂lχkl(1) − ∂k∂lφ(1)χkl(1) +H∂kωl(1)χk(1)l +Hωl(1)∂kχk(1)l − 12Hχlk(1) (χ(1)kl )′
)
δij
δ(2)Rnodiagij = −
1
2
∂i∂jψ
(2) +
1
2
∂i∂jφ
(2) −H∂i∂jω‖(2) − 12∂i∂j
(
ω‖(2)
)′ − 1
2
H
(
∂jω
⊥(2)
i + ∂iω
⊥(2)
j
)
−1
4
(
∂j
(
ω
⊥(2)
i
)′
+ ∂i
(
ω
⊥(2)
j
)′)
+
1
2
(
H2 +
a′′
a
)
χ
(2)
ij +
1
2
H
(
χ
(2)
ij
)′
+
1
2
∂l∂iχ
‖(2)l
j
−1
4
∂k∂kχ
‖(2)
ij −
1
4
∂k∂kχ
>(2)
ij +
1
4
(
χ
(2)
ij
)′′
+ ∂iψ(1)∂jψ(1) + 2ψ(1)∂i∂jψ(1) − ∂jψ(1)∂iφ(1)
−∂iψ(1)∂jφ(1) + 3∂iφ(1)∂jφ(1) + 2φ(1)∂i∂jφ(1) + 4Hψ(1)∂iω(1)j +
(
ψ(1)
)′
∂iω
(1)
j
+2ψ(1)∂i
(
ω
(1)
j
)′
+ ∂lωl(1)∂iω
(1)
j − ∂jωl(1)∂iω(1)l − 2H∂iφ(1)ω(1)j − 2Hω(1)i ∂jφ(1) − ω(1)j ∂i
(
φ(1)
)′
−ω(1)i ∂j
(
φ(1)
)′ − ∂iφ(1) (ω(1)j )′ − ∂jφ(1) (ω(1)i )′ + ∂iω(1)j (φ(1))′ − 2H2ψ(1)χ(1)ij
−2a
′′
a
ψ(1)χ
(1)
ij − 2Hψ(1)
(
χ
(1)
ij
)′ −H (ψ(1))′ χ(1)ij − 12 (ψ(1))′ (χ(1)ij )′ − ψ(1) (χ(1)ij )′′
+
1
2
∂lψ
(1)∂iχ
l(1)
j +
1
2
∂lψ
(1)∂jχ
l(1)
i −
1
2
∂lψ
(1)∂lχ
(1)
ij − 3H
(
φ(1)
)′
χ
(1)
ij +
1
2
(
φ(1)
)′ (
χ
(1)
ij
)′
+
1
2
∂lφ
(1)∂iχ
l(1)
j +
1
2
∂lφ
(1)∂jχ
l(1)
i −
3
2
∂lφ
(1)∂lχ
(1)
ij + φ
(1)∂l∂iχ
l(1)
j + φ
(1)∂l∂jχ
l(1)
i
−φ(1)∂l∂lχ(1)ij + ∂iφ(1)∂lχl(1)j + ∂jφ(1)∂lχl(1)i + ∂l∂iφ(1)χl(1)j + ∂l∂jφ(1)χl(1)i
+
1
2
∂lω
(1)
j
(
χ
l(1)
i
)′ − 1
2
∂lω
l
(1)
(
χ
(1)
ij
)′
+
1
2
ωl(1)∂i
(
χ
(1)
lj
)′
+
1
2
ωl(1)∂j
(
χ
(1)
li
)′
+
1
2
∂lω
(1)
i
(
χ
l(1)
j
)′
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+
1
2
(
ωl(1)
)′
∂iχ
(1)
lj +
1
2
(
ωl(1)
)′
∂jχ
(1)
li −
1
2
(
ωl(1)
)′
∂lχ
(1)
ij +Hω
l
(1)∂iχ
(1)
lj − ωl(1)∂l
(
χ
(1)
ij
)′
−Hωl(1)∂lχ(1)ij −H∂lωl(1)χ(1)ij +Hωl(1)∂jχ(1)li −
1
2
(
χ
l(1)
i
)′ (
χ
(1)
lj
)′ − 1
2
∂iχ
(1)
lj ∂kχ
kl
(1)
+
1
2
∂kχ
(1)
ij ∂lχ
kl
(1) −
1
2
∂i∂lχ
(1)
kjχ
kl
(1) −
1
2
∂j∂lχ
(1)
ki χ
kl
(1) +
1
2
∂k∂lχ
(1)
ij χ
kl
(1)
(6.280) +
1
2
χkl(1)∂i∂jχ
(1)
kl +
1
4
∂iχ
kl
(1)∂jχ
(1)
kl
6.2.2. Escalar de Ricci. A orden cero el escalar de Ricci tiene la forma:
(6.281) R =
6
a2
a′′
a
A primer orden se tiene:
δ(1)R =
1
a2
(
−6H∂iωi(1) − 2∂i
(
ωi(1)
)′ − 2∂i∂iψ(1) − 6(φ(1))′′ − 6H (ψ(1))′
(6.282) −18H
(
φ(1)
)′ − 12a′′
a
ψ(1) + 4∂i∂iφ(1) + ∂l∂iχ
l(1)
i
)
A segundo orden se encuentra lo siguiente:
δ(2)R = −∂k∂kψ(2) − 3H
(
ψ(2)
)′ − 6a′′
a
ψ(2) + 2∂k∂kφ(2) − 9H
(
φ(2)
)′ − 3(φ(2))′′ − ∂i∂i (ω‖(2))′
−3H∂i∂iω‖(2) +
1
2
∂l∂mχ
lm
(2) + 24
a′′
a
(
ψ(1)
)2
+ 2∂kψ(1)∂kψ(1) + 4ψ(1)∂k∂kψ(1)
+24Hψ(1)
(
ψ(1)
)′
+ 6
(
ψ(1)
)′ (
φ(1)
)′
+ 36Hψ(1)
(
φ(1)
)′
+ 2∂kφ(1)∂kψ(1) − 4φ(1)∂k∂kψ(1)
12ψ(1)
(
φ(1)
)′′ − 12φ(1) (φ(1))′′ − 36Hφ(1) (φ(1))′ + 6∂kφ(1)∂kφ(1) + 16φ(1)∂k∂kφ(1)
+6Hωi(1)∂iψ
(1) + 12Hψ(1)∂kω(1)k + 4ψ
(1)∂k
(
ω
(1)
k
)′
+ 2
(
ψ(1)
)′
∂kω
(1)
k
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−5a
′′
a
ω
(1)
k ω
k
(1) − 6Hω(1)k
(
ωk(1)
)′
+ ∂kω(1)k ∂
lω
(1)
l − ∂iωk(1)∂iω(1)k + 8ω(1)k ∂k
(
φ(1)
)′
+2
(
ω
(1)
k
)′
∂kφ(1) − 4φ(1)∂k
(
ω
(1)
k
)′ − 12Hφ(1)∂kω(1)k + 4(φ(1))′ ∂kω(1)k + 2∂kψ(1)∂lχkl(1)
+2∂k∂lψ(1)χkl(1) + 4φ
(1)∂k∂lχ
kl
(1) − 2∂k∂lφ(1)χkl(1) + 3ω(1)k ∂i
(
χ
k(1)
i
)′
+ 6Hωk(1)∂iχ
i(1)
k
+2
(
ω
(1)
i
)′
∂kχ
ki
(1) + 2∂k
(
ω
(1)
i
)′
χki(1) + 6H∂kω
(1)
i χ
ki
(1) − χki(1)
(
χ
(1)
ki
)′′ − 3
4
(
χki(1)
)′ (
χ
(1)
ki
)′
(6.283) −3Hχki(1)
(
χ
(1)
ki
)′ − 2∂k∂iχ(1)li χkl(1) + ∂k∂kχ(1)li χil(1) − ∂kχkl(1)∂iχ(1)il + 14∂iχ(1)kl ∂iχkl(1)
6.2.3. Tensor de Einstein. A orden cero se tiene:
(6.284) G00 = −
3
a2
H2, Gij = −
1
a2
(
2
a′′
a
−H2
)
δij , G
0
j = G
i
0 = 0
A primer orden se calcula por medio de:
(6.285) δGµν = δRµν − 12δgµνR−
1
2
gµνδR
(6.286) δ(1)G00 =
1
a2
(
6H2ψ(1) + 6Hφ(1)′ + 2H∂iω(1)i − 2∂i∂iφ(1) − 12∂k∂
iχ
(1)k
i
)
(6.287) δ(1)G0i =
1
a2
(
−2∂i
(
Hψ(1) + φ(1)′
)
− 1
2
∂kχ
(1)k′
i +
1
2
4ω(1)i
)
δ(1)dGij =
1
a2
[(
2Hψ(1)′ + 4
a′′
a
ψ(1) − 2H2ψ(1) + ∂l∂lψ(1) + 4Hφ(1)′ + 2φ(1)′′
)
(6.288)
(
−∂l∂lφ(1) + 2H∂lω(1)l + ∂lω(1)l′ + 12∂k∂
lχ
(1)k
l
)]
δij
δ(1)ndGij =
1
a2
[
∂i∂j
(
φ(1) − ψ(1)
)
− ∂i
(
2Hω(1)j + ω
(1)′
j
)
+
(
Hχ
(1)i′
j +
1
2
χ
(1)i′′
j
)
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(6.289) +
1
2
∂l∂
iχ
(1)l
j +
1
2
∂l∂jχ
(1)il − 1
2
∂l∂
lχ
(1)i
j
]
A segundo orden encontramos que:
δ(2)Gµν = δ(2)Rµν − 12δ
(2)gµνR− 12gµνδ
(2)R− δgµνδR
δGµν = δ
(
gµλGλν
)
= δgµλGλν + gµλδGλν
(6.290) δ2Gµν = δ
(
δgµλGλν + gµλδGλν
)
= δ2gµλGλν + 2δgµλδGλν + gµλδ2Gλν
A segundo orden se tiene:
δ(2)G00 =
1
a2
(
3H2ψ(2) + 3Hφ(2)′ +H∂l∂lω(2)‖ − ∂i∂iφ(2) − 14∂k∂lD
klχ(2)‖
−12H2
(
ψ(1)
)2 − 12Hψ(1)φ(1)′ − 3∂lφ(1)∂lφ(1) − 8φ(1)∂l∂lφ(1) + 12Hφ(1)φ(1)′
−3
(
φ(1)′
)2
+ 4Hψ(1)∂lω(1)l − 2Hω(1)l ∂lψ(1) −
1
2
a′′
a
ω
(1)
l ω
(1)l
+
1
2
∂iω
(1)
l ∂
iω(1)l − 1
2
∂lω
(1)l∂mω
(1)m − 2H∂lφ(1)ω(1)l + 4Hφ(1)∂lω(1)l
−2ω(1)l ∂lφ(1)′ − 2φ(1)′∂lω(1)l − ψ(1)∂l∂mχ(1)lm − 2φ(1)∂l∂mχ(1)lm
∂l∂mφ
(1)χ(1)lm − 2H∂lω(1)m χ(1)lm − 2Hω(1)l ∂mχ(1)lm − ω(1)l ∂mχ(1)l′m
−1
2
∂l∂
lχ
(1)
lmχ
(1)ml + ∂l∂mχ
(1)
imχ
(1)il +
1
2
∂lχ
(1)lm∂kχ
(1)
km
(6.291) −1
8
∂kχ(1)lm∂kχ
(1)
lm +
1
8
χ(1)ik′χ(1)′ki +Hχ
(1)mlχ
(1)′
lm
)
δ(2)G0i =
1
a2
(
−H∂iψ(2) − ∂iφ(2)′ − 14∂lD
l
iχ
(2)‖′ − 1
4
∂k∂
kχ
(2)⊥′
i +
1
4
∂k∂
kω
(2)⊥
i + 8Hψ
(1)∂iψ
(1)
+4ψ(1)∂iφ(1)′ + 2φ(1)′∂iψ(1) − 4φ(1)′∂iφ(1) − 4φ(1)∂iφ(1)′ + ∂iψ(1)∂lω(1)l
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−∂iω(1)l ∂lψ(1) + 8
a′′
a
ψ(1)ω
(1)
i − 4H2ψ(1)ω(1)i − 2Hω(1)l∂iω(1)l + ∂l∂lφ(1)ω(1)i
+ω(1)l∂i∂lφ(1) − ∂lψ(1)χ(1)l′i +
1
2
∂lψ(1)χ
(1)′
il − φ(1)∂lχ(1)l′i
+
1
2
∂lφ
(1)χ
(1)k′
i − φ(1)′∂kχ(1)ki − ∂kφ(1)′χ(1)ki + ω(1)i ∂l∂mχ(1)lm
−2a
′′
a
ω(1)kχ
(1)
ik +H
2ω(1)lχ
(1)
il + ω
(1)l∂m∂iχ
(1)m
l
−1
2
ω(1)l∂m∂
mχ
(1)
li +
1
2
∂lχ
(1)lmχ
(1)′
im +
1
2
∂lχ
(1)′
im χ
(1)lm
(6.292) −1
4
∂iχ
(1)
lmχ
(1)ml′ − 1
2
∂iχ
(1)′
lm χ
(1)ml
)
δ(2)Gi0 =
1
a2
(
H∂iψ(2) + ∂iφ(2)′ +
1
4
∂kD
kiχ(2)‖′ +
1
4
∂l∂
lχ
i(2)′
⊥ −
1
4
∂l∂
lω
i(2)
⊥ −
a′′
a
∂iω
(2)
‖
−a
′′
a
ω
i(2)
⊥ + 2H
2∂iω
(2)
‖ + 2H
2ω
i(2)
⊥ − 4Hψ(1)∂iψ(1) + 4Hφ(1)∂iψ(1)
−2φ(1)′∂iψ(1) + 4φ(1)′∂iφ(1) + 8φ(1)∂iφ(1)′ − ∂iψ(1)∂lω(1)l − ω(1)l∂i∂lψ(1)
+∂l∂lψ(1)ω(1)i + ∂iω
(1)
l ∂
lψ(1) + 4
a′′
a
ψ(1)ω(1)i − 8H2ψ(1)ω(1)i
+2Hψ(1)′ω(1)i + ∂lω(1)l′ω(1)i − ω(1)l∂iω(1)′l + 2φ(1)′′ω(1)i
+8H2φ(1)ω(1)i − 4a
′′
a
φ(1)ω(1)i − 2Hφ(1)′ω(1)i − 1
2
∂lφ(1)χ
(1)i′
l
−2H∂lψ(1)χ(1)li − 12∂lφ
(1)χ(1)li′ + 2φ(1)∂lχ(1)li′ + φ(1)′∂lχ(1)li
−∂lφ(1)′χ(1)li + 12ω
(1)lχ
(1)i′′
l +Hω
(1)lχ
(1)i′
l − 4H2ω(1)l χ(1)il
2
a′′
a
ω
(1)
l χ
(1)il − 1
2
∂lχ
(1)lmχ(1)i′m −
1
2
∂lχ
(1)i′
m χ
(1)lm
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(6.293) +
1
4
∂iχ
(1)
lmχ
(1)ml′ +
1
2
∂iχ
(1)′
lm χ
(1)ml − 1
2
χ(1)il∂mχ
(1)m′
l
)
δ(2)dGij =
1
a2
(
1
2
∂l∂
lψ(2) +Hψ(2)′ + 2
a′′
a
ψ(2) −H2ψ(2) − 1
2
∂l∂
lφ(2) + φ(2)′′
+2Hφ(2)′ +H∂l∂lω
(2)
‖ +
1
2
∂l∂
lω
(2)′
‖ −
1
4
∂l∂kD
lkχ
(2)
‖ + 4H
2
(
ψ(1)
)2
−8a
′′
a
(
ψ(1)
)2 − 8Hψ(1)ψ(1)′ − ∂lψ(1)∂lψ(1) − 2ψ(1)∂l∂lψ(1) − 4ψ(1)φ(1)′′
−2ψ(1)′φ(1)′ − 8Hψ(1)φ(1)′ − 2∂lφ(1)∂lφ(1) − 4φ(1)∂l∂lφ(1) +
(
φ(1)′
)2
+ 8Hφ(1)φ(1)′
+4φ(1)φ(1)′′ + 2φ(1)∂l∂lψ(1) − ψ(1)′∂lω(1)l − 2ψ(1)∂lω(1)l′ − 2Hω(1)l ∂lψ(1)
−4Hψ(1)∂lω(1)l + 32
a′′
a
ω
(1)
l ω
(1)l −H2ω(1)l ω(1)l + 2Hω(1)l ω(1)l′
−1
2
∂lω
(1)l∂mω
(1)m +
1
2
∂mω(1)l∂mω
(1)
l + 4Hφ
(1)∂lω
(1)l + 2φ(1)∂lω(1)l′
−2ω(1)l ∂lφ(1)′ − φ(1)′∂lω(1)l − ∂l∂mψ(1)χ(1)lm − ∂lψ(1)∂mχ(1)lm
−∂lφ(1)∂mχ(1)lm − 32ω
(1)
l ∂
mχ(1)l′m − ω(1)′l ∂mχ(1)lm
−∂lω(1)′m χ(1)lm − 2Hω(1)l∂mχ(1)ml − 2H∂lω(1)mχ(1)lm
+
3
4
∂l∂
mχ
(1)
mkχ
(1)kl − 1
2
∂l∂
lχ
(1)
mkχ
(1)km +
1
4
∂k∂
lχ
(1)
mlχ
(1)mk
+
1
2
∂lχ
(1)
lm∂kχ
(1)km − 1
8
∂lχ
(1)
km∂lχ
(1)km +
1
2
χ(1)mlχ
(1)′′
lm
(6.294) +
3
8
χ(1)lm′χ(1)′ml +Hχ
(1)lmχ
(1)′
ml
)
δij
δ(2)ndGij =
1
a2
(
1
2
∂i∂j
(
φ(2) − ψ(2)
)
− ∂i∂j
(
Hω
(2)
‖ +
1
2
ω
(2)′
‖
)
− 1
2
H
(
∂iω
(2)⊥
j + ∂jω
(2)i
⊥
)
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−1
4
(
∂iω
(2)′⊥
j + ∂jω
(2)i′
⊥
)
+
1
2
Hχ
(2)i′
j +
1
2
∂l∂
iDljχ
(2)
‖ −
1
4
∂l∂
lDijχ
(2)
‖
−1
4
∂l∂
lχ
(2)i
j> +
1
4
χ
(2)i′′
j + ∂jψ
(1)∂iψ(1) + 2∂i∂jψ(1)
(
ψ(1) − φ(1)
)
−∂jψ(1)∂iφ(1) − ∂iψ(1)∂jφ(1) + 3∂jφ(1)∂iφ(1) + 4φ(1)∂i∂jφ(1)
+2Hω(1)i∂jψ(1) + 4Hψ(1)∂iω
(1)
j + ψ
(1)′∂iω(1)j + 2ψ
(1)∂iω
(1)′
j + ∂
iω
(1)
j ∂lω
(1)l
−∂jω(1)l∂iω(1)l − 2H∂iφ(1)ω(1)j − 2Hω(1)i∂jφ(1) − ∂iφ(1)′ω(1)j + ∂jφ(1)′ω(1)i
∂iφ(1)ω
(1)′
j − ∂jφ(1)ω(1)i′ − 2φ(1)∂iω(1)′j + φ(1)′∂iω(1)j − 4Hφ(1)∂iω(1)j
−2Hψ(1)χ(1)i′j −
1
2
ψ(1)′χ(1)i′j +
1
2
∂lψ
(1)∂iχ
(1)l
j +
1
2
∂lψ
(1)∂jχ
(1)li
−1
2
∂lψ
(1)∂lχ
(1)i
j + ∂j∂lψ
(1)χ(1)li +
1
2
φ(1)′χ(1)i′j + φ
(1)′′χ(1)ij + 2Hφ
(1)′χ(1)ij
+
1
2
∂lφ
(1)∂iχ
(1)l
j + 2Hφ
(1)χ
(1)′i
j + φ
(1) +
1
2
∂lφ
(1)∂jχ
(1)li − 3
2
∂lφ
(1)∂lχ
(1)i
j
+2φ(1)∂l∂iχ
(1)l
j + 2φ
(1)∂l∂jχ
(1)li − 2φ(1)∂l∂lχ(1)ij − ∂l∂lφ(1)χ(1)ij + ∂iφ(1)∂lχ(1)lj
+∂jφ(1)∂lχli(1) + ∂l∂
iφ(1)χ
(1)l
j +
1
2
ωi(1)∂l
(
χ
(1)l
j
)′
+
1
2
∂lω
i
(1)
(
χ
(1)l
j
)′
+
1
2
∂lω
(1)
j
(
χil(1)
)′
−1
2
∂lω
l
(1)
(
χ
(1)i
j
)′
+
1
2
ωk(1)∂
i
(
χ
(1)
lj
)′
+
1
2
ωl(1)∂j
(
χ
(1)i
l
)′ − ωl(1)∂l (χ(1)ij )′ + 12 (ωl(1))′ ∂iχ(1)lj
+
1
2
(
ωl(1)
)′
∂jχ
i(1)
l −
1
2
(
ωl(1)
)′
∂lχ
i(1)
j + ∂l
(
ω
(1)
j
)′
χil(1) +Hω
l
(1)∂
iχ
(1)
lj +Hω
l
(1)∂jχ
i(1)
l
−Hωl(1)∂lχi(1)j + 2H∂lω(1)j χil(1) −
1
2
(
χli(1)
)′ (
χ
(1)
lj
)′ − 1
2
∂iχ
(1)
lj ∂kχ
kl
(1) −
1
2
∂jχ
i(1)
l ∂kχ
kl
(1)
+
1
2
∂lχ
i(1)
j ∂kχ
kl
(1)−
1
2
∂l∂
iχ
(1)
kjχ
kl
(1)−
1
2
∂l∂jχ
i(1)
k χ
kl
(1)+
1
2
∂l∂kχ
i(1)
j χ
kl
(1)+
1
2
χkl(1)∂j∂
iχ
(1)
kl +
1
4
∂iχkl(1)∂jχ
(1)
kl
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(6.295) −∂k∂lχkl(1)χi(1)j −H
(
χ
(1)
lj
)′
χil(1) −
1
2
(
χ
(1)
lj
)′′
χil(1) − ∂k∂lχk(1)j χil(1) +
1
2
∂k∂
kχ
(1)
lj χ
li
(1)
)
6.2.4. Deducción del tensor momento energía electromagnético covariante. El
tensor momento energía electromagnético viene dado por (4), con el tensor electromagnético
Fµν dado por (6.167), (6.168).
Sabemos que:
(6.296) F 0i =
1
a2
Ei, F ij =
1
a2
ijkBk
Si definimos la cantidad:
(6.297) F2 ≡ F δωF σgδσgω
Haciendo explícita la última ecuación, tenemos lo siguiente:
F2 = F 0lF 0ig00gli + F 0lF i0g0igl0 + F 0lF ijg0iglj
+F l0F 0igl0g0i + F l0F i0glig00 + F l0F ijglig0j
(6.298) +F lmF 0igl0gmi + F lmF i0gligm0 + F lmF ijgligmj
Sustituyendo en términos de los campos:
F2 =
1
a4
(
ElEig00gli − ElEig0igl0 + ElijkBkg0iglj − ElEigl0g0i + ElEiglig00
(6.299) −ElijkBkglig0j +BklmkEigl0gmi −BkEilmkgligm0 + lmkijsBkBsgligmj
)
Por las propiedades de simetría, se tiene:
(6.300) F2 =
1
a4
(
2ElEig00gli − 2ElEig0igl0 + 4ElijkBkg0iglj + lmkijsBkBsgligmj
)
Haciendo una expansión de los campos:
(6.301) Ei =
1
a(τ)2
(
Ei(0) +
∞∑
r=1
1
r!
Ei(r)
)
Bi =
1
a(τ)2
(
Bi(0) +
∞∑
r=1
1
r!
Bi(r)
)
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(6.302) Ei = a(τ)2
(
E
(0)
i +
∞∑
r=1
1
r!
E
(r)
i
)
Bi = a(τ)2
(
B
(0)
i +
∞∑
r=1
1
r!
B
(r)
i
)
El producto de los campos a segundo orden queda de la siguiente manera:
EiEl =
(
Ei(0)E
l
(0) + δE
iEl(0) +
δ2Ei
2
El(0) + E
i
(0)δE
l + δEiδEl + Ei(0)
δ2El
2
)
Por lo tanto sustituyendo en (6.300):
F2 = −2
[
Ei(0)E
l
(0)
((
1− 2φ(1) − φ(2)
)
δli + χ
(1)
li +
χ
(2)
li
2
+ 2ψ(1)
(
1− 2φ(1)
)
δli
+2ψ(1)χ
(1)
li + ψ(2)δli + ω
(1)
i ω
(1)
l
)
− 1
2
Bk(0)B
s
(0)
lmkijs
((
1− 2φ(1) − φ(2)
)2
δliδmj
+
(
1− 2φ(1)
)
δmjχ
(1)
li + δmj
χ
(2)
li
2
+
(
1− 2φ(1)
)
δliχ
(1)
mj + χ
(1)
li χ
(1)
mj +
χ
(2)
mj
2
δli
)
+
(
Ei(0)δE
l + El(0)δE
i
)((
1− 2φ(1)
)
δli + χ
(1)
li + 2ψ(1)δli
)
−1
2
lmkijs
(
Bs(0)δB
k +Bk(0)δB
s
)(
δliδmj − 4φ(1)δliδmj + χ(1)li δmj + χ(1)mjδli
)
+δli
(
δElδEi +
δ2Ei
2
El(0) +
δ2El
2
Ei(0)
)
− 1
2
lmkijsδliδmj
(
δBsδBk +
δ2Bs
2
Bk(0) +
δ2Bk
2
Bs(0)
)
(6.303)
−2ijkEl(0)Bk(0)
((
1− 2φ(1)
)
δljω
(1)
i + χ
(1)
lj ω
(1)
i +
ω
(2)
i
2
δlj
)
− 2ijkω(1)i δlj
(
Bk(0)δE
l + El(0)δB
k
)]
La componente T 00(em) queda de la siguiente forma:
T 00(em) =
1
4pi
[
F 0µF 0νgµν − 14g
00F2
]
=
1
4pi
[
EiElgil − 14g
00F2
]
T 00(em) =
1
4pia2
[
Ei(0)E
l
(0)
((
1− 2φ(1) − φ(2)
)
δli + χ
(1)
li +
χ
(2)
li
2
)
+
(
δEiEl(0) + E
i
(0)δE
l
) ((
1− 2φ(1)
)
δli + χ
(1)
li
)
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(6.304)
+
(
δEiδEl +
δ2Ei
2
El(0) + E
i
(0)
δ2El
2
)
δli +
1
4
(
1− 2ψ(1) − ψ(2) + 4
(
ψ(1)
)2 − ω(1)iω(1)i )F2]
La componente T 0i(em) queda de la siguiente forma:
T 0i(em) =
1
4pi
[
F 0µF iνgµν − 14g
0iF2
]
=
1
4pi
[
−ElEigl0 + ElikmBmglk − 14g
0iF2
]
T 0i(em) =
1
4pia2
[
−Ei(0)El(0)
(
ω
(1)
l +
ω
(2)
l
2
)
−
(
δEiEl(0) + E
i
(0)δE
l
)
ω
(1)
l
+El(0)B
m
(0)
ikm
((
1− 2φ(1) − φ(2)
)
δlk + χ
(1)
lk +
χ
(2)
lk
2
)
+ikm
(
δElBm(0) + E
l
(0)δB
m
)((
1− 2φ(1)
)
δlk + χ
(1)
lk
)
+
(
δBmδEl +
δ2El
2
Bm(0) + E
l
(0)
δ2Bm
2
)
ikmδlk
(6.305) −1
4
(
ω(1)i +
1
2
ω(2)i + 2
(
φ(1) − ψ(1)
)
ω(1)i − ω(1)kχ(1)ik
)
F2
]
La componente T ik(em) queda de la siguiente forma:
T ik(em) =
1
4pi
[
F iµF kνgµν − 14g
ikF2
]
=
1
4pi
[
EiEkg00 − EkijlBlgj0 − EikjlBlg0j + ijnBngilklmBm − 1
4
gikF2
]
T ik(em) =
1
4pia2
[
−Ei(0)Ek(0)
(
1 + 2ψ(1) + ψ(2)
)− (δEiEk(0) + Ei(0)δEk) (1 + 2ψ(1))
−
(
δEiδEk +
δ2Ei
2
Ek(0) + E
i
(0)
δ2Ek
2
)
− (Ei(0)Bl(0)kjl + Ek(0)Bl(0)ijl)
(
ω
(1)
j +
ω
(2)
j
2
)
−
(
ijlδEkBl(0) + 
ijlEk(0)δB
l + kjlδEiBl(0) + 
kjlEi(0)δB
l
)
ω
(1)
j
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+Bn(0)B
m
(0)
ijnklm
(1− 2φ(1) − φ(2)) δjl + χ(1)jl + χ(2)jl2

+ijnklm
(
δBnBm(0) +B
n
(0)δB
m
) ((
1− 2φ(1)
)
δlj + χ
(1)
lj
)
+
(
δBmδBn +
δ2Bn
2
Bm(0) +B
n
(0)
δ2Bm
2
)
ijnklmδlj
(6.306)
−1
4
(((
1 + 2φ(1) + φ(2)
)
+ 4
(
φ(1)
)2)
δik − χ(1)ik −
(
1
2
χik(2) + ω(1)iω(1)k + 4φ(1)χ(1)ik − χ(1)ilχ(1)kl
))
F2
]
ahora usamos unas propiedades de los simbolos de Levi-Civita:
ijklmn = det
 δil δim δinδjl δjm δjn
δkl δkm δkn
 = δil (δjmδkn − δjnδkm)−δim (δjlδkn − δjnδkl)−δin (δjlδkm − δjmδkl)
ijkimn = (δjmδkn − δjnδkm)
ijkijn = 2δkn
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